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CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO 

(Society fondata il 2 marzo 1884). 



STATUTO DELIA SOCIETA 

discusso ed approvaio dalV AsstmbUa gtneraU del Soci del di 26 febbrajo 1888. 



Scopo della Society. — Sede. 



Art. I. — La societii scientifica Circolo MatemoHco di Palermo ha per iscoporin- 
cremento e la diffusione delle scienze matematiche in Italia. 

Art. 2. — A tal fine, il Circolo : a) tiene adunanze nella sua sede ; h) pubblica 
una rivista periodica di matematica col titolo: Rendiconti del Circolo MatemoHco di 
Palermo. Potr^ inoltre isdtuire concorsi a premi e farsi promotore di congressi scien- 
tifid nelle varie citt^ del Regno. 

Art. 3. — La sede della Societii ^ in Palermo, ed 6 inamovibile. 

Del Sooi. — Ammissione. — Contribuzionl. 

Art. 4. — n Circolo si compone di due categorie di soci : residenti e non resi- 
denti. Nella prima si comprendono coloro che hanno in Palermo dimora abituale. Gli 
stranieri possono far parte della Society. 

Art. 5. — II numero dei soci residenti e non residenti fe illimitato. 

Art. 6. — Per Tammissione al Circolo 6 necessario : 1° Essere proposto, in una 
adunanza, da due soci (residenti o non residenti), mediante domanda, per iscritto, al 
Presidente ; 2° ottenere, nell' adunanza seguente, i sufiragi della maggioranza dei soci 
presenti. 

Art. 7. — Ogni socio residente ^ tenuto al pagamento : 1° di una tassa d^entrata 
di lire 10, da pagarsi all'atto dell'ammissione ; 2^ di una contribu:^ione annua di lire 15, 
da pagarsi a quadrimestri anticipati, al i^ gennajo, al 1° maggio ed al i^ settembre 
di ogni anno. II nuovo ammesso comincerl a pagare dal principio deli' anno in corso. 

Art. 8. — Ogni socio non residente ^ tenuto al pagamento della sola contribu- 
^ione annua di lire 15, da versarsi, anticipatamente, al 1° gennajo di ogni anno. II 
nuovo ammesso comincerii a pagare dall anno in corso. 

Art. 9. — Le dimissioni da socio del Circolo non sono valide se il dimissionario 
non abbia soddisfatto Tintera contribuzione annua. Esse dovranno essere dirette al Pre- 
sidente che ne dari partecipazione alia Society nell'adunanza pid vicina. Chi si h 
dimesso pu6, dietro domanda da lui sottoscritta, rientrare neUa Societi, mediante la 
votazione di cui all* Art. 6. 

Art. 10. — II socio moroso, trascorsi 6 mesi dall'epoca stabilita per il pagamento, 
sar^, dietro avvertimento preventivo del tesoriere, radiato dall'elenco dei soci. 

Art. II. — II versamento, in unica volta, di lire 300 conferisce il titolo di socio 
perjbetuo, ed esonera dal pagamento della contribuzione annua. In caso di scioglimento 
della Societd non si ha alcun diritto a rimborso. 

Art. 12. — II socio residente, per il fatto del trasferimento della sua dimora abi- 
tuale, 6 ascritto fra i non residenti, senza poter ripetere il rimborso deUa tassa di en- 
trata. £ tenuto al pagamento della medesima il socio non residente che acquista, per 
la prima volta, la qualiti di residente. 

Art. 15. — Tutti i soci, residenti e non residents, rloe^ 
Rendiconti del Circolo. Ogni nuovo ammesso ha diritto al TOl 
all'epoca della sua ammissione. 

Rmd. Cirt. MsUm. PaUrmo, t. XX (1905). — Sumpato fl 14 Inflio IjM 
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denti, nel proprio scno, a scrutinio scgreto. L'Ufficio di Presidenza rimane in carica 
due anni. Tutti i suoi membri sono rieliggibili. 

Art. I). — Per rdezionc dell'Ufficio di Presidenza si terri apposita adunanza 
straordinaria nella i* domenica di pennajo. Prendono parte alia votazione soltanto i 
soci present!. 0\'e durante il biennio rimantja vacante una carica dcll'Ufficio di Pre- 
sidenza, i soci resident! saranno coiivocati in apposita adunanza straordinaria per Te- 
lerione del titolare. 

Del CoRsiglio Direttlvo. 

Art. 1 6. — La direzione scientifica della Societii ^ affidata ad un Consiglio Di- 
rettivo, il quale funziona da Comitato di redazione della rivista periodica v Rendiconti 
dfl Circolo Matematico di Palermo «, secondo le nomie di un suo regolamento intemo. 

Art. 17. — II Consiglio Direttivo 6 composto di 20 membri, 5 resident! e 15 non 
resident!, eletti dall'intera society a scrutinio segreto. In ognuna delle due categorie 
risultano eletti ! soci che riportano maggior nuniero di voti. Qualora Telezione, per 
pariti di voti, riuscisse indecisa fra due o piii candidal!, si procederi a votazioni di 
ballottaggio, alle quali prenderanno parte soltanto i soci present! all'adunanza. II 
G)ns!glio Direttivo rimane in carica tre anni. Tutti i suoi membri sono rieliggibili. 

Art. 18. — Per Telezione del Consijxlio Direttivo si terra apposiu adunanza stra- 
ordinaria nella terza domenica di gennajo. — Osni socio non residente, come ogn! 
socio residente che non possa intervenire alia detta adunanza, inviera in una lettera 
da lui sottoscritta e dirctta al Presidcnte, una scheda chiusa e suggellata indicantc 20 
nomi di soci, dei quali : j resident! e 1 5 non resident!. Saranno considerate nulle 
le schedc che non soddisfano a tutte le condizioni sopra stabilite o che p)er\'engano 
all^UfHcio di Presidenza dopo le ore 5 pomeridiane del suindicato giomo. Lo spoglio 
delle schede sarik fatto dal Presidente assistito da! segretari. 

Art. 19. — Non v! t incompatibilita di carica fra i membri deirUfficio di Presi- 
denza ed i membri resident! del Consiglio Direttivo. 

Art. 20. — Entrando in carica, il Consiglio Direttivo delegheri uno dei suoi 
membri resident! a dirigere b pubblicazione dei Rendiconti, 

Delle adunanze. 

Art. 21. — Le adunanze ordin.irie del Circolo si terranno la seconda e la quarta 
dt)menica del mese. La societa prcndc due niesi di vacanza : settembre ed ottobre. 
II Presidente, ove lo reputi opportuno, pu6, in ogni tempo, convocare i soci resident! 
in adunanza straordinaria. 

Art. 22. — Kelle adunanze, in caso di assenza del Presidente e del Vice Presi- 
dente, il piu anziano di eti Ira i soci presenii funzionera da Presidents. In caso di 
assenza dei Segretari e dei Vice Segretari, chi presiede inviteni uno dei soci present! 
a fame le veci. 

Art. 23. — Entro il mese di gennajo, di ogni anno, il Presidente convochera i 
soci resident! in apposita adunanza straordinaria per la revisione dei conti delFanno 
decorso c Tapprovazione del bilancio di previsione. 

Art. 24. — Nelle adunanze del Circolo non e ammessa alcuna comunicarione o 
discussione sopra argomcnti estranei all'indole scientifica e alio scopo della Societi, 

Art. 25. — Tutto c!6 che riferiscesi airamministrazione del Circolo, pu6 essere 
trattato, esclusivamente, nelle adunanze straordinarie, per le quali il Presidente formu- 
lerd e parteciperd, con precedenza, a! soci resident!, apposito ordine del giomo. 

Art. 26. — Le dimission! da socio del Circolo non possono essere oggetto di 
discussione n6 di votazione. 

Art. 27. — Nelle adunanze ordinarie il Circolo ^ legalmente costituito qualunque 
sia il numero dei soci present!. Nelle adunanze straordinarie, tranne quelle di cui agli 
Art. 15 e 18, 6 necessaria una seconda convocazione quando nella prima non sia !n- 
tervenuta almeno la mctd piu uno dei soci residenti. 

Art. 28. — Nelle adunanze ordinarie le Comunicazioni dei soci resident! si suc- 
ccdono per ordine d*iscrizione. Saranno precedute dalla lettura che fari il Segretario 
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dei titoli delle Comunicazioni dei sod non residenti, pervenute all'Ufficio di Presidenza 
nell*mtervallo tra un*adunanza e Taltra. 

Art. 29. — Rientra nelle special! attribuzioni del Presidente tutto ci6 che riferi- 
scesi al regolamento delle adunanze ordinarie e straordinarie. 

Art. 30. — I soci non residenti che si trovino temporaneamente in Palermo 
godono di tutti i diritti dei residenti e partecipano alle votazioni, meno quelle di cui 
agli Art. 15, 23 e 45. 

Art. 31. — Le persone estranee che desiderano assistere alle adunanze ordinarie 
del Circolo, debbono, ciascuna volta, essere introdotte da uno dei soci. 

Dei Rendiconti. 

Art. 32. — Nei Rendiconti del Circolo si pubblicano, per obbligo : i°G]iEstratti 
dai verbaJi delle adunanze (redatti dai Segretari), i quali contengono il titolo e, ovc 
occorra, un breve cenno delle comunicazioni doi soci. 2" Le Note e le Memorie ori- 
ginali coniunicate dai soci ed accettate per la stampa dai Comitato di redazione. 
3** Un bollettino bibliografico dcUa produzionc mateniatica nazionale e straniera, il 
quale comprende : a) il sommario degli articoli di niatematica contenuti nelle pubbli- 
cazioni periodiche (atti di Accademie, riviste, giomali, etc.) colle quali il Circolo scam- 
bia i suoi Rendiconti; h) Telenco delle pubblicazioni di mateniatica non periodiche 
(opere, memorie, note, etc.) che pcrvengono in dono alia Biblioteca del Circolo. 

Art. 33. — Per tutto che concerne la rivista Rendiconti del Circolo Matematico di 
Palermo, il Consiglio Direttivo potrd attuare quelle riforme ed estensioni che stimeri 
opportune per accresceme Timportanza scientifica e meglio soddisfare alle esigenze 
dei cultori delle scienze matematiche. 

Art. 34. — Gli Estratti dai verhali non riproducono le discussioni scientifiche 
che si fanno nelle adunanze del Circolo ; tuttavia se i soci, che vi hanno preso parte, 
desiderano ne sia fatta menzione, essi sono tenuti a rimettere al Segretario, nell'adu- 
nanza istessa, una Nota per iscritto, b quale, in ogni caso, non potrii eccedere lo 
spazio di una pagina dei Rendiconti. 

Art. 35. — Le Note, Memorie e Riviste bibliografiche destinate sd Rendiconti do- 
vranno essere inedite e scritte in una delle seguenti Ungue : italiana, latina, spagnuola, 
firancese, tedesca, inglese ; non potranno pubblicarsi a parte o inserirsi in altri perio- 
dic! scientifici se non dopo che saranno state pubblicate dai Circolo. Gli Autori ne 
assumono, essi soli, la responsabiliti scientifica. 

Delia Biblioteca. 

Art. 36. — II Circolo forma una Biblioteca e scambia i suoi Rendiconti colle rac- 
colte scientifiche, nazionali e straniere. 

Art. 37. — I libri, gli opuscoli e le raccolte periodiche acquistati o ricevuti in 
dono, o in cambio dei Rendiconti, restano di propriety esclusiva del Circolo ; in caso 
di scioglimento dclla Society passan di pien diritto alia Biblioteca Comunale di Palermo. 

Art. ?8. — II regolamento speciale dclla Biblioteca, approvato dai soci residenti, 
potik stabiure le norme per accordare a domicilio, a' soci residenti e non residenti, 
I'uso temporaneo degli opuscoli scientifici. 

Art. 30. — Sui fondi provenienti dalle contribuzioni annue dei soci, non pu6 
essere stanziata alcuna somma per la Biblioteca. 

Delle enirate e delle epeee. 

Art. 40. — Le entrate del Circolo sono : 1° le contribuzioni dei soci ; 2° il pro- 
dotto della vendita dei Rendiconti; 3° i sussidii e doni che il Circolo potrk ricevere 
da privati o da enti morali. 

Art. 41. — Le spese del Circolo si dividono in ordinarie e straordinarie. Le spese 
ordinarie sono : 1° le spese d^ufficio, inclusavi Tannua pigione del locale per la sede 
del Circolo; 2" le spese di stampa e spedizione dei RietuucimH, Per ogni spesa stra- 
ordinaria e necessana deliberazione dell'assemblea dei sod r 

Art. 42. — II Tesoriere ha la gestione economica ' 
che passivi, impiega i fondi disponibili, prowede aUe 
straordinarie votate dali'assemblea dei soci restdentt 
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Art. 43. — Rimangono abrogad tutd gli articoli dello Statnto prowisorio del 2 
marzo 1884. 

Art. 44. — Qualunque proposta per aggiunta o modificazione al presente Statute 
dovri essere sottoscritta da almeno 30 sod ed approvata daUa Soaeti colla mag- 
gioranza di almeno '/s dei votanti. 

Art. 45. — Nel caso di scioglimento della Societi, Tassemblea generale dei sod 
residenti, coli'intervento di almeno >/] dd medesimi, delibereri suUa destinadone dd 
fondi rimasti disponibili. 

Articolo transitorio. — Le prime eledoni per TUflSdo di Presidenza e pd 
ConsigUo Direttivo saranno fatte dall*assemblea dd sod residenti, convocati in ^po- 
sita adunanza straordinaria. 



UFFICIO DI PRESIDENZA 

PEL BIENNIO I904-I905 
(etotto dai Soci reaidenti neU'adunaiixa del 10 mmgg^o 1904): 

ALBE66IANI (M. L.), Presidente. — 6EBBIA, Vice Presidente. — DI SIMONE e 
aUERRA, Segreuri. ^ LA MENSA e POLITI, Vice Segretari. — PORCELLI (S.), Teso- 
riere. — AU8NA e PEPOLI, BibUotecari. 



CONSIGLIO DIRETTIVO *) 

(COMITATO DI REDAZIONE DEI « REND I CONT I ») 

PIL TRIBNNIO I903-I904-I905 
(tUtto dail'intora Society 11 18 gennajo ioo3): 

ALiEMIANI m. L.) (Palermo), BIANCHI (Pisa), CAPELLI (NapoU), CERRUTI 
(llonia), DEL PEZZO (Napoli), DEL RE (NapoU), DINI (Pisa), 6EBBIA (Palermo), 
8U00IA (V^knun), LORIA (Cicnova), IIITTA64.EFFLER (Stockholm), PASCAL (Mi- 
lano). PIANO n'nt\nn), PINCHERLE (Bologna), POINCAR^ (Paris), TONELLI (Roma), 
TORELLI (PaUrnio), VOLTERRA (Roma), NN.. NN. 



Dlnttofi dil ** RitklleQntI n : 8UCCIA. 



*) N«|U ftnni irfticoMi ftctro pftri« 4»[ Con«l||Uo Dirfttivo i defunU toci : MUSEPPE ALBEMIANI 
(iSSS.i8»t), OIUUPPI ■ATTAOLINI (iuhhiM), IUQINIO IELTRAMI (18&S-1900), ENRICO BETTI 
(iSSS.i8ya). PRANOEIOO MtOIONI (»M»U*7). FELICE CA80RATI (1888-1890). LUI« CREMONA 
(1888-190}) • MCOAEOO DB PAOUI (iS8«-ilf«). 



ELENCO DEI SOCI 

(23 LUGLio 1905). 



* contrattegna i nomi di colore che ii 1 marzo 18S4 tottotcristcro il primo Sututo delU Societi. 
-(■ contrastegnA i nomi dei Soei perpeimi (Art. 11 del vigente Sututo del 26 febbrajo x888). 



Al nome del socio teguono, fra parentesi [ ] : i^ il luego e la data di natcita ; 2^ la data d'ammis- 
•ione ; 3^ il numero d'ordine d'ammissione ; 4^ (in fine) Vindirii^o. — Ai 27 soscrittori dello Sututo pro v- 
visorio del 2 marzo 1884 fu assegnato il nmmtro d'erditu giutta I'ordine alfabetico dei loro nomi. 



ACKERMANN-TEUBNER (Alfred) [Leipzig (Sachsen) ([Deutschland) : ^i.i.iSsjl 
[io.5.io03][3i8], Verlagsbuchhandler, in Firma « B. G. Teubner » ; Mitglied der 
Deutscnen Mathematiker-Vereinigung ; Mitglied der Soci6t6 Math^matique de France. 
[Poststr, 5 — Leipzig (Deutschland)]. 

ADHEMAR (Vicomte Robert d*) [Saint-Hippolyte-du-Fort (Card) (France) : i.i 1.1874] 
[1 2.2. 1905] [358], ancien 616ve de Tficole Centrale de Paris; ing6nieur des Arts et 
Manufactures ; docteur hs Sciences math^matiques ; membre de La Soci^t^ Math6ma- 
tique de France, de la Soci^t^ Scientifique de Bruxelles, de la Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung; professeur de Calcul integral ii la Facult^ libre des Sciences de Lille. 
[Place de GenevUres, 14 — LiUe (Nord) (France)]. 

A6U6LIA (Gaetano) [Termini Imerese (Palermo) (Italia^: 2i.4.i877][i3.i2.i903] 
[325], dottore in Matematica; insegnante nella R. Scuola Tecnica e nel R. Ginnasio 
di Termini Imerese. [R. Scuola Tecnica — Termini Imerese (Prov. di Palermo) (Italia)], 

* ALA6NA (Rosario) [Partanna (Trapani) (Italia): 12.7.185 3] [2.3.1884] [i], inge- 
gnere; bibUotecario del Circolo Matematico di Palermo; libero docente di AnaBsi 
algebrica nella R. University di Palermo ; professore nella R. Scuola Normale Fenmiinile 
di Palermo. [Via Cappuccini, 9 — Palermo (Italia)]. 

ALASIA DE QUESADA (Cristoforo) [Sassari (Italia): 21. 11. 1869] [9. 12. 1900] [283], 
licenziato in Scienze Fisiche e Matematiche ; membro della Soci^t6 Beige d'Astrono- 
mie ; prof, nel R. Ginnasio di Tempio Pausania. [R. Ginnasio — Tempio Pausania 
(Prov, di Sassari) (Italia)], 

• ALBE66IANI TMichele Luigi) [Palermo (Italia) : 7.3.1852] [2.3.1884] [3], ingegnere; 
corrispondente della Societii di Scienze Naturali ed Economiche di Palermo ; membro 
deUa Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; Presidente, e membro del Consiglio Diret- 
tivo, del Grcolo Matematico di Palermo ; libero docente di Geometria anafitica nella 
R. Universiti di Palermo ; prof. inc. di Applicazioni della Geometria descrittiva nella 
R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri m Palermo ; prof, di Matematica, e vice 
preside, nel R. Istituto Tecnico « Filippo Parlatore » di Palermo. [Salita Banditore, 4 — 
Palermo (Italia)], 

ALMANSI (Emilio) [Firenze (Italia): 15.4.1869] [12.3. 1899] [271], ingegnere; dot- 
tore in Matematica ; prof, straord. di Fisica matematica nella R. Universitii di Genova. 
[Cor so Solferind, 24 — Genova (Italia)]. 

ALVAREZ UDE (Don Jos6 G.) [Madrid (Espana): 18.3.1876] [12.2.1^5] [359], Dr. 
en Qencias Fisico Matemiticas; Gitedritico de ueometria descriptiva y Geometria de la 
posicion en la Facultad de Qencias de Zaragoza. [Calle del 4 de Agosto, 7 y ^, 2° — 
Zaragoxa (Espana)], 

AMALDI (Uffo) [Verona (Italia) : 18.4.1875] [26.5. 1901] [295], dott. in Matematica; 
libero docente oi Algebra complementare e Geometria anaUtica dell*Universitii di Bo- 
logna; professore straord. di Algebra e Geometria analitica nella R. University di 
CagliarL [R, University — Cagliari (Italia) ], 

AMANZIO (Domenico) [Marano (MapolQ (Italia): 2.2.1854] [8.4.1894] [204I ^' 
tore in Matematica ; socio dell'Accademia Pontaniana ; prof, nel R. CoUegio h 
e nel R. Istituto Tecnico «Giovan Battista della Porta » di NapoU. [Corso ^ 
Emanuek, ii) — Napoli (Italia)]. 
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AHATO (Vinccnzo) [Taranto (Lccce) (Italia): 2.1.1881] [8.1 1. 1903] [324], donore 
in Matematica ; sodo corrispondente dell'Accademia degli Zelanti di Adreale ; inc. 
delllDsegnamento delle Matematiche nel R. Ginnasio m Adem6. [R. Gmnasio — 
Adermd (Prov. di Catania) (Italia)]. 

AHATURO (Enrico) [Salerao (Italia) : 22.s.i86}][i2.8.i888j[i27], dottore in Mate- 
matica ; ingegnere ci\'ile ; libero docente di Geometria descrittiva con disegno nella 
R, Unrversita di Napoli ; assistente alia cattedra di Applicazioni di Geometria descrit- 
tiva nella R. Scuola d'Applicazione per gFIngegneri in Napoli. [Pia^a dei Vergini, j6 — 
Sapoli (Italia)]. 

AmCI (Kicob) [Acquasanu (AscoU Piceno) (Italia): 21. 10. 1866] [11. 3. 1804] [201], 
dottore in Matematica ; prof, nel R. Istitiito Tecnico « Alberigo Gendli » di Macerata. 
[R. IsHtuto Tecnico — Macerata (Italia)]. 

AMODEO (Federico) [Avellino (Italia): 8.io.i859][24.4.i887J[64], dottore in Ma- 
tematica ; socio residente, c segrctirio dcUa Qasse di Matematiche pure ed applicate, 
dell*Accademia Pontaniana di Napoli; membro della I>eutsche Matnematiker-Vereini- 
gung ; libero docente di Geometria projettiva con disegno e di Storia deUe Scienze 
Matematiche nella R. Universita di Napoli ; jprofessore nel R. Istituto Tecnico « Giovan 
Battista dcUa Porta* di Napoli. [I'ia S. uennaro ad Antignano, 16 — Napoli (Italia)]. 

ANDRE (D^sir^) [Lyon (Rhdne) (France) : 29.3.i84oJ[23.3.i890j[i6oJ,anden dive 
de l*£cole Normale sup^eure de Paris ; agrcg^ de I'Universite ; docteur fes Sciences 
mathimatiques ; membre et ancien pr6sident de la Sociiti Philomathique de Paris ; 
mcmbre et anden president de la Sodeti Mathimatique de France ; membre de 
la « Commission permanente intemationale du Repertoire Bihliograpbique dis Sciences 
Maihhnatiques » ; collaborateur de VEncyclopedie aes Sciences Mathemadques pures et 
appliquies; professeur honoraire de Math^adques spidales au CoUige Stanislas; 
professeur a Analvse ik Tlnstitut Cath clique de Paris. [Rue Bonaparte, jo^it — Pa- 
ris, VP (France)]'. 

AN6ELITTI (Filippo) [Ajelli (Aquila) (ItaHa): 1.5.1856] [27.1 1.1898J [259], ing.; dot- 
tore in Matematica ; sodo residente dell'Accademia Pontaniana di Napoli ; sodo corri- 
spondente della Reale Accademia delle Sdenze Fisiche e Matematiche di Napoli ; sodo 
ordinario della Societa di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo; sodo attivo 
della Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; prof. ord. di Astro- 
nomia nella R. Universiti di Palermo ; direttore del R. Osservatono Astronomico di 
Palermo. [R. Osservatorio Astronomico, Pala^o Reale — Palermo (Italia)]. 

APPELL (Paul) [Strasbourg (Alsace): 27.9.1855] [124.1891J [174], membre de Tln- 
stitut de France (Acadimie des Sdences, section de Giomitrie); membre et anden 
president de la Soci^t6 Mathimatique de France ; membre de la Sod^fc Philomathique 
de Paris; docteur (honoris causa) en Mathematique de TUniversiti de Christiania; 
collaborateur de YEnc^clop^die des Sciences Mathematiques pures et applu^es; doyen, 
et professeur de M«^canique rationnelle, a la Faculty des sdences de Pans ; professeur 
i 1 Ecole Centrale des Arts et Manufactures de Paris ; rip^titeur ik rtcole Polytcchnique 
de Paris. [Rue Bonaparte, 17 — Paris, IT (France)]. 

AUTONNE (Uon) [Odesse (Russie) : 28.7.1859] [26.1. 1896] [227], anden d^e de 
TEcole PoKtechnique de Paris ; inginieur des Ponts et Chauss^s ; docteur ^ Sdences 
mathimatiaues ; membre de la Sociit^ Mathematique de France ; membre de la So- 
dM Mathematique de Moscou ; maitre de conferences i la Faculty des Sdences de 
Lyon. [Rue Montbemard, 9 — Lyon (Rhdne) (France)]. 

BA6NERA (Giuseppe) [Bagheria (Palermo) (Italia) : 14 . 1 1 . 1865] [22 . 12 . 1889 ; 
27.3.i904j[i53], ingegnere; dottore in Matematica; sodo ordinario della Reale Acca- 
demia Peloritana di Messina ; prof, straord. di Algebra complementare e Geometria 
analitica, ed inc. di Analisi superiore, nella R. Universiti di Messina. [R. Umversit^-- 
Messina (Italia)]. ^ 

BARBIERI (Armando) [Modena (Italia): M.i2.i878][io.7.i904][335], dottore in 
Matematica ; assistente onorario nella R. Universiti di Modena ; inc. alle classi ag- 

fiunte nel R. Liceo « Ludovico Antonio Muratori » di Modena. [Via Maraldo, 8^ 
_ iodena (Italia)]. '- 
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BARBIERI (Ubaldo) [Modena (Italia): 2.6.1874] [28.4.1 901] [294], dott. in Mate- 
matica; assistente alle cattedre di Geodesia e Geometria pratica nella R. Scuola d'Appli- 
cazione per gl'Ingegneri di Roma. / PiaxXf^ S, Maria Maggiore, 12 — Roma (Italia) J. 

BARRESI (Francesco Paolo) [Palermo (Italia) : 23.12.1875] [28.4.1 901] [293]. [Ban- 
co di Sicilia — MaXj^ara del Vallo (Prov. di Trapani) (Italia)]. 

BASiLE (Ernesto) [Palermo (Italia) : 3 1.1.1857] [26.8.1888] [128], architetto; ace. 
di merito della Romana Accaderaia di Belle Arti di S. Luca ; socio onorario delle Reali 
Accademie di Belle Arti di Milano, Bologna, Firenze, Carrara e Venezia; socio corri- 
spondente della Reale Accademia RafFaello in Urbino ; prof, onorario del Reale Istituto 
di BeUe Arti di Napoli ; socio attivo della Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle 
Arti di Palermo ; socio corrispondente della Societa di Scienze Naturali ed Economiche 
di Palermo ; socio del CoUegio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo ; direttore dei 
lavori del Teatro Massimo di Palermo; direttore e professore di Architettura del 
R. Istituto di Belle Arti in Palermo ; consigliere efiettivo della Giunta superiore di 
Belle Arti ; prof, ordinario di Architettura tecnica nella R. Scuola d'Applicazione per 
gl'Ingegneri in Palermo. [Via Siracusa, jj — Palermo (Italia) ]. . 

BERRY (Arthur) [London (England) : 28.12.1862] [26.^.1905] [387], M.A.; Fellow 
of the Royal Astronomical Society, of the Cambridge Philosophical society and of the 
Royal Statistical Society ; Member of the London Mathematical Society, of the Ame- 
rican Mathematical Society and of the Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; Fellow of 
University College, London ; Fellow and Assistant Tutor in Mathematics, King's Col- 
lege, Cambridge, England. [King's College — Cambridge (England)]. 

BERTINI (Eugenio) [Forll (Italia): 8.1 1. 1846] [4.3.1888] [loi], dott. in Matem.; uno 
dei XL della Societil Italiana delle Scienze (Roma) ; membro libero del Reale Istituto 
Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; socio nazionale della Reale Accademia dei 
Lincei (Roma) e della Reale Accademia delle Scienze di Torino; prof, onorario della 
R. Universitii di Pavia ; prof. ord. di Geometria superiore, ed inc. di Geometria pro- 
jettiva e descrittiva con disegno, nella R. Universitil di Pisa. [R. Universitd — Pisa 
(Italia)]. 

BERZOLARI (Luigi) [Napoli (Italia): I.5.i863][4.i2.i887][74], dott. in Matem.; 
socio corrispondente del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; 
collaboratore della Encykhpddie der Mathematischen Wissenschaften, mit Einschluss ihrer 
Anwendungen; prof. ord. di Algebra complementare e Geometria analitica, e incaricato 
di Matematiche superiori, nella R. University di Pavia. [R. University — Pavia (Italia) J. 

BIANCHI (Luigi) [Parma (Italia): 18.1.1856] [24.12.1893] [195], dott. in Matem.; uno 
dei XL della Societa Italiana delle Scienze (Roma) ; socio nazionale della Reale Acca- 
demia dei Lincei (Roma); accademico nazionale non rcsidente della Reale Accademia 
delle Scienze di Torino ; corrispondente della Reale Accademia delle Scienze dell'Isti- 
tuto di Bologna, del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) e della 
Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli ; membro del Con- 
siglio Direttivo del Circolo Matcniatico di Palermo ; redattore degli Annali di Matematica 
pur a ed applicata ; prof. ord. di Geometria analitica, ed inc. di Matematiche superiori, 
nella R. Universita di Pisa. [R. Universitd — Pisa (Italia)]. 

BLASERNA (Pietro) (Fiumicello presso Aquileja (Friuli orientale) : 29.2.1836] 
[5. 1. 1 896] [225], vice presidente del Senato; uno dei XL, e segretario, della Societal 
Italiana delle Scienze (Roma); presidente della Reale Accademia dei Lincei (Roma); 
membro d'onore della Reale Accademia di S. Cecilia e di quella di S. Luca, della Societa 
di Fisica di Ginevra, della Society Elvetica delle Scienze, dell'Ateneo di Bergamo; 
corrispondente delle Reali Accademie di Torino, Napoli, Bologna e del Reale Istituto Ve- 
neto di Scienze, Lettere ed Arti ; sodo onorario della Reale Accademia di Scienze, Lettere 
e Belle Arti di Palermo ; membro della Societi degli Spettroscopisti Italian! ; mem- 
bro del Consiglio della Soci6t6 Fran^aise de Physique; dottore (honoris causa) di 
medicina della Kgl. Albertus-Universitat Kdnigsberg; consigliere-relatore ^'^ 
civile di Savoia ; direttore dell'Ufficio centrale per il Corista Intemazir 
e segretario, del Comitato intemazionale di Pesi e Misure ; prof, ord 
mentale nella R. University e direttore del R. Istituto Fisico di Ro 
Fisico, Via di Panisperna, 8^ — Roma (Italia)]. 
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B068I0 (Tommaso) [Valperga (Torino) (Italia) : 22.12.1877] [8.1. 1905] [548], dot- 
tore in Matematica ; libero docente di Fisica matematica ed assistente alia cattedra di 
Geometria projettiva e descrittiva nella R. Universiti di Torino. [Fia Valfrl, 18^ 
Torino (Italia)]. 

*BONTADE (Giovanni) [Palermo (Italia): 27.4.1857] [2.}.i884] [5], ing.; socio del 
G)llegio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo. [Cor so Scind, 180 — Palermo (lialia)]. 

B0RDI6A (Giovanni) [Novara (Italia): 2.4. 1854] [9.9.1 888J [132], dottore in Mate- 
matica ; socio corrispondente del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti ; 
libero docente, e incaricato dell*insegnamento di Geometria descrittiva, nella R. Uni- 
versity^ di Padova. [S. Lio — Vene^^ia (Italia)]. 

BORTOLOTTI (Ettore) [Bolopa (Italia) : 6.3.1866J [14.7. 1889] [149], dottore in 
Matematica ; prof, di Analisi algebrica ed inc. di Calcolo infinitesimale nella R. Uni- 
versiti di Modena. [Villa 5. Agnese, 22^ — Modtna (Italia)]. 

BOTTINO (Francesco) [Palermo (Italia) : 14.8.185 5] [24.3.1889] [144], ingegnere 
civile; ingegnere di Miniere di Zolfo; socio del CoUegio degli Ingegneri ed Archi- 
tetti in Palermo ; prof, di Matematica nel R. Ginnasio Giovanni Meu ; assistente al 
Gabinetto di Costruzioni nel R. Istituto Tecnico « Filippo Parlatore » di Palermo. 
[Via VUlarosa, 12 — Palermo (Italia)]. 

BOURLET (Carlo) [Strasbourg (Alsace): 25.4.1866] [26.2.1899] [269], docteur te 
Sciences math^matiques ; agr^g^ de TUniversit^ ; laur^at de Tlnstitut de France *, mem- 
bre de la Soci^t6 Math6matique de France ; coUaborateur de VEncyclopidie des Sciences 
Mathimatiques pures et apbliquhs ; professeur de Math6matiaues speciales au Lyc^e 
St.-Louis; professeur de Mathimatiques et de M^canigue ^ TEcole des Beaux- Arts de 
Paris. [Avenue de VOhservatoire, 22 — Paris, XIV' (France)]. 

BOUTROUX (Pierre) [Paris (France): 6. 12. 1880] [11. 12. 1904] [340], docteur ks 
Sciences ; coUaborateur de VEncyclopidie des Sciences Mathimatiques pures et appliquies. 
[Rond-Point Bugeaud, ; — Paris, XVP (France)]. 

BOZAL Y OBEJERO (Angel) [Zaragoza (Espana): 27.10.1872] [27.12.1903] [326], 
Doctor en Qencias Matemiticas; Doctor en Gencias Fisicas; Licenciado en Qencias 
Quimicas; Catedritico Numerario, por oposici6n, de Matemdticas en el Instituto general 
y t6cnico de San Sebastiin (Espana) ; Director de la Gaceta de Matemdticas elementales. 
[Calle de Trafalgar, )6, }^, i^quierda — Madrid (Espana)]. 

BRE6LIA (Ernesto) [Napoli (Italia): 4.1.1863] [5.2.1888] [97], ingegnere; dottore 
in Matematica ; libero docente di Statica grafica ed assistente alia cattedra di Statica 
grafica nella R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri in Napoli. [Via Trinitd degli 
Spagnoli, }i — Napoli (Italia)]. 

BRILL (Alexander von) [Darmstadt (Hessen) (Deutschland) : 20.9.1842] [i 1. 12. 1904] 
[339J, Dr. pnil. und nat. ; korr. Mitglied der Physikalisch-mcdizinischen Sozietat zu 
Erlangen ; korr. Mitglied der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen ; korr. 
Mitglied der Kgl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften zu Munchen; Mitglied 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; ord. Professor der Matheniatik an der Kgl. 
Eberhard-Karls-UniversitSt Tubingen. [Eugenstr. ) — Tubingen (IVUrttemherg) (Deutsch- 
land)]. 

BRUSOTTI (Luigi) [Pavia (Italia): 11.9.1877] [25.12.1904] [344], dottore in Mate- 
matica ; assistente alia cattedra di Geometria projettiva e descrittiva nella R. Universiti 
di Pavia. [Via Mantovani, 10 — Pavia (Italia)]. 

BURALI-FORTI (Cesare) [Arezzo (Italia): i3.8.i86i][ioj. 1889] [143], dottore in 
Matematica ; prof, nella R. Accademia Militare di Torino. //?. Accademia MUitare — 
Torino (Italia)]. 

BURGATTi (Pietro) [Cento (Ferrara^ (Italia): 28.2.1868] [8.7.1894] [208], dottore 
in Matematica ; Hbero docente di Calcolo infinitesimale e di Meccanica razionale, ed 
assistente alle cattedre di Algebra e Calcolo, nella R. Universiti^ di Roma ; assistente 
nel R. Ufficio Centrale di Meteorologia e Geodinamica. [Via Principe Atnedeo, 66 — 
Roma (Italia)]. 

CALAPSO (Pasquale) [Carini (Palermo) (Italia): 12.4. 1872] [10. 12. 1899] [276], ^^^' 
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tore in Matemadca; assistente alia cattedra di Geometria analitica e projettiva nella 
R. University di Palermo ; inc. di Matematica nel R. Istituto Tecnico a Filippo Parla- 
tore » di Palermo. [Via Quintino Sella, 48 — Palermo (Italia)], 

* CALDARERA (Francesco) [Rand azzo (Catania) (Italia): 5.5.1825] [2.3.1884] [7J, in- 
gegnere ; socio attivo della Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Paler- 
mo ; socio ordinario della Society di Scienze Naturali ed Economiche di Palermo ; mem- 
bro della Soci^t6 Math6matique de France ; socio corrispondente dell' Accademia Pon- 
taniana di Napoli, dclF Accademia Gioenia di Scienze Naturali (Catania), dell' Accademia 
Daihica di Acireale, della Reale Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Modena, della 
Reale Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Padova e dell'Associazione « Mathesis » 
d'ltalia; prof. ord. di Meccanica razionale nella R. Universitil di Palermo. [Via 
Enrico Parisi, 4 — Palermo (Italia)]. 

CAMINATI (Pietro) [Genova (Italia): 7.4.1837] [12.2.1905] [560], ingegnere-archi- 
tetto; ex pensionato architetto dall' Accademia di Belle Arti di Genova; prof, di Mate- 
matica nel R. Istituto Tecnico e Nautico « Pietro Martini » di Cagliari. [Via Bar eel- 
lona, 29 — Cagliari (Italia)], 

CANTELLI (Francesco Paolo) [Palermo (Italia) : 20.12.1875] [25.6.1905] [3Q5J, dot- 
tore in Matematica; segretario nel Ministero del Tesoro (Roma), addetto all'Ufficio 
Tecnico degli Istituti di Previdenza amministrati dalla Direzione Generale della Cassa 
Depositi e Prestiti. [Ministero del Tesoro, Cassa Depositi e Prestiii — Roma (Italia)]. 

CANTOR (Georg) [Sanct Petersburg (Russland) : 19.2/3.3.1845] [26.3.1905] [386], 
Dr. phil. ; Dr. math. (Christiania) ; Sylvester Medallist (1004) of the Royal So- 
ciety' of London ; Mitglied der Kaiserlichen Leopoldinisch-Carolinischen Deutschen 
Akademie der Naturforscher (Halle) ; korr. Mitglied der Kgl. Gcsellschaft der Wis- 
senschaften zu G5ttingen ; Ehrenmitglied der London Mathematical Society ; Mitglied 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; ord. Professor der Mathematik an der Ve- 
reinigten Friedrichs-Universitat Halle- Wittenberg. [Hdndelstr. ij — Halle a. d. S. (Preus- 
sen) (Deutschland)]. 

*CAPELLI (Alfredo) [Milano (Italia) : 5.8.1855] [2.3.1884] [8], dott. in Matem.; socio 
ordinario residente della Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli ; 
socio residente dell' Accademia Pontaniana di Napoli ; socio onorario della Reale Acca- 
demia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; socio corrispondente della Reale Ac- 
cademia dei Lincei (Roma), della Soci6t6 Rovale des Sciences de Li^ge c della So- 
cieta di Scienze Naturali ed Economiche di Palermo ; membro del Consiglio Diret- 
tivo del Qrcolo Matematico di Palermo ; direttore del Giornale di Matematiche di Bat- 
taglini; prof ord. di Algebra complementarc ed inc. di Analisi superiore hella R. Uni- 
versity di Napoli. [Corso Re d'ltalia (Rettifilo), 248 — Napoli (Italia)]. 

• CAPIT6 (Michele) [Palermo (Italia) : 24.10.1835] [2.3.1884; 26. 3. 1905 J [9], ing.; so- 
cio attivo della Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Palermo ; socio 
della Societi di Scienze Naturali ed Economiche di Palermo; socio della Societi d'l- 
giene di Palermo ; socio del Collegio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo ; prof, 
ord. d'Idraulica teorico-pratica con la dottrina dei motori idraulici e dell'Idraulica agri- 
cola, inc.'di Costruzioni fluviali e marittime, e Direttore, della R. Scuola d'Applica- 
zione per gl'Ingegneri in Palermo. [Via Quintino Sella, 2 — Palermo (Italia)]. 

CARSLAW (Horatio Scott) [Helensburgh (Scotland): 1 2.2. 1 870] [ 10. 1. 1807] [2 3 5], 
M.A. (Cambridge), M. A. (Glasgow), D. Sc. (Glasgow) ; Fellow of Emmanuel College, 
Cambridge; Member of the Edinburgh Mathematical Society ; Member of the London 
Mathematical Society ; Professor of Pure and Applied Mathematics in the University 
of Sydney. / The University — Sydney (N.S.fV.) (Australia)]. 

CASTELNUOVO (Guido) [Venezia (Italia): I4.8.i865][i3.i.i889][i38], dott. in 
Matem.; socio corr. della Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; socio corr. della Reale 
Accademia delle Scienze di Torino ; collaboratore della EncyklopCidie der Mathematischen 
Wissenschaften, mit Einschluss ihrer Anwendungen ; prof. ord. di Geometria analitica e 
projettiva, e inc. di Matematiche superiori, nella R. Universitd di Roma. [Piajxf^ 
5. Pietro in Vincoli, j — Roma (Italia)]. 

CATTANEO (Paolo) [Padova (Italiaj): 20.4.1878] [14.4.1901] [292], dottore in Ma- 
tematica. [Via Solferino, 1/ — Padova (Italia)]. 
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CERRUTl (Valentino) [Croce Mosso (Novara) (Italia): 14.2.1850] [5.12.1886] [48], 
senatore del Regno; uno dei XL della Societi Italiana delle Scicnzc (Roma); socio 
nazionole (e segrctario per la Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e Natural!) della 
Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; mcmbro della Kaiserliche Leopoldinisch-Caro- 
linische Deutsche Akademie der Naturforscher (Halle), della Societd Math^matique 
de France e della Soci^td des Sciences Mathimatiques et Naturelles de Cherbourg ; 
membro del Consiglio superiore di Pubblica Istruzione ; membro del Consiglio Direttivo 
del Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Meccanica razionale ed inc. di Mate- 
matiche superiori nella R. Universitd di Roma; direttore della R. Scuola d'Applicazione 
per gringegneri in Roma. [Pia^a S. Pietro in f^incoli, j — Roma (Italia) J. 

CERTO (Luigi) [Napoli (Italia): 19.12. i855][i4.io.i888j[i35J, dottore in Mate- 
matica; membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; prof, nel R. Liceo «Te- 
renzio Mamiani » di Roma. [R, Liceo Teren\io Matniani — Roma (Italia) /. 

CHINI (Mineo) [Massa (Massa Carrara) (Italia): 8.5.1866J [12.2.1905] [361], dott. in 
Matem.; libero docente, e inc. di Calcolo infinit., nella R. Universitil di Gcnova; prof, 
nel R. Liceo « Andrea D'Oria » di Genova. [Cor so Torino, 21 — Genova (Italia) /. 

CIANI (Edgardo) [Rocca San Casciano (Firenze) (Italia): 7. 10. 1864] [10.7. 1898] 
[255], dottore in Matematica; prof. inc. di Geometria projettiva nella R. Universita 
di Genova. [Via Bagnara, 11 — Quinto al Mare (Prov. di Genova) (Italia)]. 

CIPOLLA (Michele) [Palermo (Italia): 28. 10. 1880] [26.1. 1902] [50 3], dottore in Ma- 
tematica. [Via Volturno, 48 — Palermo (Italia)]. 

COMPOSTO (Salvatore) [Patti (Messina) (Italia): 22.2.1876] [12.4. 1903] [315], dot- 
tore in Matematica ; prof nella R. 5cuola Tecnica di Castroreale. [R. Scuola Tecnica — 
Castroriale (Prov, di Messina) (Italia)]. 

CONTI (Ignazio) [...] [8.2.1885] [30J, dottore in Matematica; prof nel R. Istituto 
Tecnico « Filippo Parlatore » di Palermo. [R. Istituto Tecnico — Palermo (Italia)], 

CORDONE (Gerolamo) [Genova (Italia): 3.1 1.1867] [28.4.1895] [220], dott. in Ma- 
tematica; assistente alia cattedra di Geometria descrittiva e disegno nella R. Scuola 
Navale Superiore di Genova. [Via Cannato il Curto, 11, int. j — Genova (Italia)]. 

COSSERAT (Eugene) [Amiens (Somme) (France) : 4. 3. 1866 J [5.1. 1896] [226], ancien 
616ve de I'ficole Normale sup6rieure de Paris ; agr^gd de I'Universit^ ; docteur ^s 
Sciences Math^matiques ; associe ordinaire de TAcad^mie des Sciences, Inscriptions 
et Belles-Lettres de Toulouse ; membre de la Socic'te Mathematique de France, de la 
Soci^t^ Math^matiaue de Kharkow et de la Soci<I:tt' Mathematique de Moscou ; pro- 
fesseur de Calcul diffdrentiel et integral 4 TUniversit^ de Toulouse. [Rue de Meti, i — 
Toulouse (Haute-Garonne) (France)]. 

COSSERAT (Francois) [Douai (Nord) (France): 26.10.1852] [23.1. 1898] [244], an- 
cien ei^ve de rficole Polytechnique de Paris ; membre de la Soci6t6 Math6matique 
de France; ing^nieur en chef des Poms tt Chuusskt^s. [ Avenue de rObservatoire, )6 — 
Paris, XIV' (France)]. 

COSTA (Gregorio) [Napoli (Italia): ?.9.5.i856] [4.12. 1887] [77], ing. ; dott. in Fi- 
sica ; socio corrispondente del R. Istituto d'incoraggiamento di Napoli ; prof di Fisica 
applicata nel R. Istituto Tecnico « Giovan Battista della Porta » di Napoli ; prof di 
Fisica sperimentale nelCollegio Militare di Napoli. [Via Tribunali, 1^4 — Napoli (Italia)]. 

DALL'ACOiUA (Francesco Aurelio) [Venezia (Italia): 19.0.1877] [12.2. 1905] [362], 
dottore in Matematica ; libero docente di Analisi infmitesimafe, ed assistente di Geo- 
metria analitica e di Analisi algebrica ed infinitesimale, nella R. Universitil di Padova. 
[S. Aponal, 1081 — Venecia (Italia)]. 

D'AMICO (Francesco) [Acireale (Catania) (Italia): 2.4.1880] [12. 2. 1905] [363], dot- 
tore in Matematica ; assistente alia cattedra di Algebra e Geometria analitica nella 
R. Universitii di Catania. [Via Mar^iulli, 2} — Acireale (Prov. di Catania) (Italia)]. 

DANIELE (Ermenegildo) [Chivasso (Torino) (Italia): i3.io.i875][i3.ii.i898][258], 
dottore in Matematica ; libero docente di Meccanica razionale c prof intemo di Ma- 
tematica presso la Scuola Normale in Scienze della R. University di Pavia. [R. Uni- 
versitd -^ Pavia (Italia)], 
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D'ARONE (Giovanni Domenico) [Palermo (Italia): ii. 12.1859] [24.1.1886; 8.5.1^04] 
[38], ing. ;dottore in Matematica; socio del Collegio degli Ingegneri ed Architetti 
in Palermo ; assistentc alia cattedra di Geometria pratica neUa R. Scuola d'Applicazione 
per gl'Ingegneri in Palermo ; reggente di Matematica nelle Scuole Tecniche, coman- 
dato per le matematiche nel R. Istituto Tecnico « Filippo Parlatore » di Palermo. 
[R. Scuola d'Applicai(j(me per gV Ingegneri — Palermo (Italia)]. 

DE DONDER (Th^ophile) [Schaerbeek (Brabant) (Belgique) : I9.8.i872][3.4.i90i] 
[290 j, docteur en Sciences physiques et math^matiques. iRue Masui, 1^6^- Bruxelles 
(Belgique)]. 

DE FRANCWS (Michele) [Palermo (Italia) : 6.4.1875] [13. 1. 1895] [215J, dottore in 
Matematica ; socio ordinario della Reale Accademia Peloritana di Messina ; libero do- 
cente di Geometria analitica e projettiva nclla R. University di Messina ; prof, nel 
R. Istituto Tecnico « Antonio Maria laciw di Messina. [Viale S. Mar lino, i)8^*^ — 
Messina (Italia)]. 

DEL GIUDICE (Modestino) [Mercogliano (Avellino) (Italia): 1 3.2.1864] [i 5.1. 1899] 
[262], dottore in Matematica ; libero docente di Geometria analitica nella R. University 
di Napoli ; prof, di Matematiche nel R. Istituto Tecnico « Pietro Giannone » di Foggia. 
[R. Istituto Tecnico — Foggia (Italia)]. 

DELLA ROCCA DI CANDAL (Gino) [NapoU (ItaHa) : 1.3. 1848] [5.2.1888; 12.6.1904] 
[94], ing. ; Regio Ispettore Superiore delle Ferrovie ; membro del Comitato superiore 
dellc Ferrovie ; segretario generale della R. Commissione per I'ordinamento delle 
Ferrovie. [Corso Vittorio Emanuele, 1^4 — Roma (Italia)]. 

DEL PEZ20 (Pasquale), duca di Cajanello [Berlino(Germania): 2.5.1859] [5. 12.1886] 
[49], dott. in EHritto ; dott. in Matematica ; socio residente dell' Accademia Pontaniana; 
socio ordinario residente della Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche 
di Napoli ; socio corrispondente dell' Accademia Pontificia dei Nuovi Lincei (Roma^ ; 
socio corrispondente del Reale Istituto d'incoraggiamento in Napoli; membro della 
Socidte Math^matique de France ; membro del Consiglio Direttivo del Qrcolo Mate- 
matico di Palermo ; prof. ord. di Geometria superiore nella R. University di Napoli. 
[Pia^^a S. Marcellino, 2 — Napoli (Italia)]. 

DEL RE (Alfonso) [Calitri (Avellino) (Italia): 9.io.i859][i 3.2.1887] [60], dottore 
in Matematica; consigUere comunale di Napoli; socio corrispondente nazionale della 
Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli; socio non resi- 
dente della Reale Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Modena e della Societil dei 
Naturalisti di Modena ; socio residente dell' Accademia Pontaniana di Napoli ; mem- 
bro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; prof. ord. di Geome- 
tria descrittiva con disegno nella R. University di Napoli. [Via Foria, $8 — Napoli 
(Italia)]. 

DICKSTEIN (Samuel) [Varsovie (Pologne) (Russie) : 12.5.1851] [28.6.1903] [321], 
ancien ^kve de I'fecole sup^rieure et de 1' University de Varsovie ; membre correspon- 
dant de I'Acad^mie des Sciences de Cracovie ; associ6 Stranger de la Kgl. Bdhmische 
Gesellschaft der Wissenschaften (Prague) ; membre de la Gesellschaft der Freunde 
der Wissenschaften, de la Soci^t^ Mathematique de France, de la Deutsche Mathe- 
matiker-Vereinigung, de la Soci6t6 Mathematique de St.-P^tersbourg, de I'lnstitut 
International Bibliographique de Bruxelles, du C;omit6 permanent des Congr^s inter- 
nationaux d'Actuaires, de la Soci^t^ « Copemic » des Naturalistes Polonais 4 Lcopol ; 
r^dacteur des Prace Matematyc^^o-Fi^yc^ne et des IViadomosis matematyc::^ ; president 
de la Commission m^t^orologique k Varsovie ; membre du Conscil d'administration 
de la Soci6te d'assurances sur la vie « Providentia » ; ancien professeur de Math^ma- 
tiques au Gymnase. [Rue Mars^cdkowska, iij — Varsovie (Pologne) (Russie)]. 

DINI (Ulisse) [Pisa (Italia): 14. 11.1845J [22.7. 1000] [282], dott. in Matem. ; sena- 
tore del Regno ; membro della Giunta e del Consiglio superiore di Pubblica Istruzione; 
socio nazionale della Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; socio della Societa Italiana 
delle Scienze (detta dei XL) (Roma) ; accademico nazionade non residente della Reale 
Accademia delle Scienze di Torino ; socio corrispondente della Reale Accademia delle 
Sdenze dell'Istituto di Bologna, del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere 
(Milano) e della Kdnigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen ; membro ono- 
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rario della Londog Mathematical Society ; dottore (honoris causa) in Matematica 
dell'Universitik di Christiania; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico 
di Palermo ; redattore degli Annali di Matematica pur a ed applicata ; direttore della 
R. Scuola Normale Superiore di Pisa ; prof. ord. di Analisi superiore ed inc. di Calcolo 
infinitesimale nella R. University di Pisa. [R. Scuola KormaU Superiore — Pisa (Italia)]. 

DI PIRRO (Giovanni) [...][io.3.i895J[2i8], dottore in Matematica. [Via Buonarroti, 
59, int }4 — Roma (Italia)]. 

DI SIMONE (Guglielmo) [Palermo (Italia): 7.9.1862] [25.1.1885] [28], ingeenere; 
socio del Collegio degli Ingegneri e Architetti in Palermo; segretario del Circolo 
Matematico di Palermo. [Via Principe Scordia, 11 — Palermo (Italia)]. 

D'OVIDIO (Enrico) [Campobasso (Italia): 1 1.8. 1843] [4. 12. 1887] [72], dott. in Matema- 
tica ; senatore del Regno ; presidente della Reale Accademia delle Scienze di Torino ; 
uno dei XL della Society Italiana delle Scienze (Roma) ; socio nazionale della Reale 
Accademia dei Lincei (Roma) ; corrispondente del Reale Istituto Lombardo di Scienze 
e Lettere (Milano) e della Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di 
Napoli; socio emerito dell' Accademia Pontaniana diNapoli; socio onorario della Reale 
Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Modena; membro della Society Math^matique 
de France (Paris) e della Societd Matematica di Praga; membro del Consiglio Supe- 
riore di Pubblica Istruzione; preside della Facolti di Scienze Fisiche, Matematiche e 
Naturali, prof. ord. di Algebra e Geometria analitica, ed inc. di Analisi superiore, nella 
R. University di Torino. [Corso Oporto, jO — Torino (Italia)]. 

DURAN LORIGA G^^n J.) [La Coruna (Espana) : I7.6.i854][26.i.i896][228j; 
miembro de la Soci^t^ Math^matique de France ; miembro de b Association Fran^aise 
pour TAvancement des Sciences ; miembro de la Sociedad Cientifica « Antonio Alzate » 
(Mexico) ; Director de la Academia preparatoria para carreras Gviles y Militares ; Co- 
mandante de Artilleria (al riposo) *, Ingeniero industrial [Pla^a de Maria Pita, 20 — 
La Coruna (Espana)]. 

EIESLAND John) [Kristiansand (Norway): 27.1.1867J [12.3.1905] [384], B. Ph. 
(South Dakota State University) ; Ph. D. (Johns Hopkins University') ; Professor of 
Mathematics, Thiel College, Greenville, Pa. (i 895-1903); Instructor' in Mathematics, 
United States Naval Academy, Annapolis, Md. [ U. S. Naval Academy — Annapolis 
(Md.) (U. S. A.)]. 

EMCH (Arnold) [Hessigkofen (Solothum) (Schweiz): 24.3.1871] [26.3.1905] [390], 
M. Sc., Ph. D. (Kansas) ; Member of the American Mathematical Society ; Member 
of the Society for the Promotion of Engineering Education ; Editor of the University 
of Colorado Studies ; formerly Professor of Mathematics in the Technicum of Biel, 
Switzerland ; Professor of Graphics and Mathematics in the University of Colorado. 
[University of Colorado — Boulder (Col.) (U, S. A.)]. 

ENRIQUES (Federigo) [Livomo (Italia): 5.1.1871] [22.7.1894] [209], dott. in Mate- 
matica ; accademico onorario della Reale Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bolo- 
gna ; collaboratore della Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften, mit Einschluss 
threr Anwendungen ; prof. ord. di Geometria projettiva e descrittiva con disegno nella 
R. University di Bologna. [Via d'A^eglio, J7 — Bologna (Italia)]. 

FANG (Gino) [Mantova (Italia): 5. 1. 187 1] [8.1. 1893] [188], dottore in Matematica; 
socio effettivo ciella Reale Accademia Virgiliana di Mantova ; corrispondente della 
Reale Accademia Peloritana di Messina ; membro della Deutsche Mathematiker-Verei- 
nigimg ; collaboratore della Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften, mit Einschluss 
ihrer Anwendungen; prof. ord. di Geometria projettiva e descrittiva con disegno nella 
R. University di Torino. [Pia:^a Castello, 18— Torino (Italia)]. 

FAZZARI (Gaetano) [Tropea (Catanzaro) (Italia): 6. 10.18 56j[i 5.1. 1800] [260], dot- 
tore in Mateifiatica ; direttore del Pitagora ; prof, nel R. Liceo Umberto 1^ di Palermo. 
[Vicoh Chiuso al Corso Olivuna, 10 ^Palermo (Italia)]. 

FEHR (Henri) [Zurich (Suisse): 2.2.1870] [12.2.1905] [364], docteur ^s Sciences 
math^matiques ; membre de I'lnstitut National Genevois (section des Sciences natu- 
relles et math^matiques) ; membre de la Soci^t^ Math^matique de France ; membre 
de la Deutsche Matnematiker-Vereinigung ; directeur de L Enseignement Mathimatique ; 
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?rofesseur ord. d'Algfebre et de G6om6trie sup^rieures k TUniversit^ de Geneve. [Rue 
ft. Plantamour, 19 — GerUve (Suisse)], 

FERRARI (Alessandro) [Lucera (Foggia) (Italia): 5.1 1. 1882] [I2.2.i905][}65], dot- 
tore in Matematica ; assistente alia cattedra di Geometria projettiva e descrittiva nella 
R. Universiti di Torino. [ Via Accademia AWertina, i — Torino (Italia)], 

• 

FINKEL (Benjamin Franklin) [...] [26.3.1905] [392], M. A., M. Sc; Member of the 
London Mathematical Society ; Member of the American Mathematical Society ; Editor 
of the American Mathematical Monthly; Professor of Mathematics and Physics in Drury 
College, Springfield. [Drury College — Springfield (Mo.) (U. S. A.)], 

FORSYTH (Andrew Russell) [Glasgow (Scotland^: 18.6.1858J [26.2.1005] [378J, 
Sc. D. (Cambridge, Dublin, Victoria, Oxford) ; LL. D. (Gksgow) ; Math. D. (Christiania); 
Fellow of the Royal Society of London ; Honorary Fellow of the Royal Society of 
Edinburgh ; Fellow of the Royal Astronomical Society TLondon) ; Fellow of the (Jam- 
bridge Philosophical Society ; Honorary Member of the Manchester Literary and 
Philosophical Society ; Corresponding Member of the Reale Istituto Lombardo di 
Scienze e Lettere (Milano); Member of the American Mathematical Society ; President 
of the London Mathematical Society ; President of Section of the British Association 
1897, 1905 J Royal Medallist of the Royal Society, 1897 ; formerly Professor of Mathe- 
matics at University College, Liverpool ; formerly Lecturer and Assistant Tutor of 
Trinity College, Cambridge, and formerly University Lecturer in Mathematics ; Fellow 
of Trinity College, Cambridge ; Sadlerian Professor of Pure Mathematics in the Uni- 
versity of Cambridge. [Trinity College — Cambridge (England)]. 

FOUET (L'Abb6 fidouard Andr6) [Lorient (Morbihan) (France): 2.7.1854] 
[27. 1 1. 1904] [338]; membre de b Soci6t6 Math^matique de France; professeur de 
Calcul diff(6rentiel et integral k Tlnstitut Catholique de Paris. [Rue Firou, 11 — Pa- 
ris, V? (France)], 

FOURET (Georges) [Paris (France) : 29.i.i845][4.i2.i887][78], ancien d6ve de Tfi- 
cole Polytechnique de Paris ; ancien capitaine du G^nie ; membre de la Soci^t6 Philo- 
mathique de Paris ; membre et ancien president de la Soci6t6 Math6matique de France; 
membre du Conseil de la Soci^^ d'Encouragement pour Tlndustrie Nationale ; mem- 
bre du Comit6 consultatil des Assurances contre Ics accidents du travail; membre de 
la Soci^t^ des Ing^nieurs civiles de France et de I'lnstitut des Actuaires Fran^ais; 
membre de TAssociation Fran^aise pour TAvancement des Sciences; membre de la 
a Conmiission permanente Internationale du Repertoire Bihliographique des Sciences Ma- 
thimatiques » ; examinateur d'admission et r^^titeur 4 Tficole rol)^echnique de Paris. 
[Avenue Carnot, 4 — Paris, XVIP (France) J. 

FUBINI (Guido) [Venezia (Italia) : I9.i.i879][i2.4.i903][3i6], dottore in Mate- 
matica ; inc. di Anadisi superiore nella R. Universiti di Catania. [Pia\\a Manganelli, 14, 
f p"" — Ca!tania (Italia)], 

GALDEANO (Don Zoel Garcia de) [Pamplona (Kavarra) (Espaiia) : 5.7.1846] 
[24. 5. 1 891] [177], Doctor en Gencias matemiticas ; socio correspondiente de la Real 
Acad^mia de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de Madrid ; socio correspondiente 
de la Academia Real das Sciencias de Lisboa ; miembro de la Soci^t^ Math^matique 
de France ; miembro de la Deutsche Mathematiker- Vereinigung ; miembro de la « Com- 
mission permanente Internationale du Ripertoire Bibliographiaue des Sciences Mathima- 
tiquesa; Catedritico de Cilculo diferencial 6 integral de la Universidad de Zaragoza. 
[Calle del Coso, 99 — Zarago:(ji (Espaha)]. 

GARIBALDI (Cesare) [Genova (Italia): 27.5.1865] [8.1. 1893] [186], ingegnere; dot- 
tore in Matematica ; assistente alia cattedra di Calcolo infinitesimale nella R. Uni- 
versitik di Genova. [Via Balbi, }8 — Genova (Italia)]. 

GAUTHIER-VILLARS (Albert) [Villiers-sur-Orge (Seine-et-Oise) (France): 16.6.1861J 
[23.4.1905] [393], ancien dive de Tficole Polytechnique de Paris; Imprimeur-fiditeur. 
/ Quai des Grands-Augustins, / j — Paris, VI' (France)], 

*6EBBIA (Michele) [Palermo (Italia): 7.2.1854] [2.3.1884] [13], ing.; membro della 
Soci^6 Math^matique de France ; socio del Collegio degli Ingegneri cd Architctti in 
Palermo ; vice presidente, e membro del Consiglio Direttivo, del Circolo Matematico 
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di Palermo; ^bcro docente di Meccanici ra/iofiale nrfla R. Unrversta <& Pa ieim o; 
inc. di Scat:.: a erofka ncIU R. ScuoU d'Appivarione per gflngq^iieri in PaLermo. 
[Pia^a Belo^ni, 2j — PjUrmo (Italia)]. 

tCEWUItt /Henry Trcsawnaj [Pl>-mouth rEiurfand ) : ijArSjS] [8.^1005] [ji^i 
M. A. COxfbri; ; Member of die London Mithenudc:d S>aety ; Member of the Edhi- 
burgh Mathenudcal S>:iety ; Membcrr of the American MithemarTral Sodetr ; Mem- 
ber of the Sodcri Mithemidaue de France ; Fellow and Tutor of Worcester College, 
Oxford; Secretary to the Dctegacv of Local Fiamrnarions. [SL John Street 20 — 
Oxford (EnglMJ)]. 

GUSPAfiUA •'Xiccolo; TAci CuteUo ."Caunia; (Italia): 28-^.1876] [8.1. 1905] [349], 
dottore in Matemadca ; assists ntc onorari ) alia cattedra di Geometria proiettiva 
c descrittrva r*cila R. Univcrsiu di Caunia. [Via Giuseppe Verdiy 40^ ^t — (Jatamia 
Otaliaj]. 

6I6U ^DuiBo; rSansep^olcro CArezzo) ritaKa; : 8.1.1878] [22.6.1902J [3 lol, dottore 
ic Matemadca: rac:r.br> della Deutsche .Vfathemadker-Vereinigxmg ; prot nel R. Liceo 
dx Sa&uri [Fisrza d'ltalui, 6, /' 2^ — Sassari (Italia)]. 

MMM ''Gi'-^.-ranri) [Lucca fltalia) : 27.1 1.1871] [264.1905] [3 17J, ingegnere ; 
.V.LE.E^ prtMdcrtu: della ^ezione di Roma dellWssociazione Elettrotecnica ItaHana. 
^Fls fjtryei, ; — Rcma (Italia) J. 

OUUtE iTrancewo; [G)dc\illa (Ta^-ia) Htalia) : 1.3.1855] [24.1. 1886] [37], inge- 
jpjsrt : dcxzr^rc in .Matcmarica ; libero docente di Algebra complementare nella R. U- 
sr^eriita ^i Geneva ; prof, ncl R. Istituto Tecnico « Vittorio Emanuele II » di Ge- 
aova. ; i?. Istituto Tecnico — Genova (Italia)]. 

BBL^f f^ rV'irgilio) [Mantova (Italia;: 5.5.1877] [9.1 1.1902] [3x2], dotL in Matem.; 
pra£ nel R. Ginnasio di Gubbio. [R. Ginnasio — Gutbic (Prov. di Perugia) (Italia)], 

UmAN (Taul) [Breslau (Treussen; (IXutschland) : 274.1837] [22.1. 1905] |;352], 
Geh. Hof-Rat; Dr. phil ; Hon. D. Sc. CDublin;; korr. Mitgfied der KgL Preussischen 
Akademie der Wissenschaftcn (Berlin) ; ord. MitgHed der Physikalisch-medizinischen 
Sozietit in Erlangcn ; korr. MitgUed der KgL Gesellschaft der Wissenschaftcn zu Gdt- 
tingen ; korr. Mitglied der Sod^e Rovole Ams Sciences de Liege ; Ehrenmitglied der 
London Mathematical Socict\' ; korr. Mitglied des Reale Istituto Lombardo di Scienze 
e Lettere (Milano; ; ^fc-irkl. Mitglied der Societe Mathemadque de Moscou ; korr. Mit- 
glied der KgL Baycrischcn Akademie der Wissenschaftcn (Munchen); korr. Mitglied 
des Institut de France (Academic des Sciences, section de Geometric) (Paris); ausw. 
Mitglied der Reale Accademia dei Lincei (Roma); Mitglied der I>eutschcn Mathema- 
tiker- Vereinigung ; etc.; Mithrsg. der Mathematischen ArmaUn; Ehrenmitglied der Uni- 
versitat Dorpat ; ord. Professor der Mathcmatik an der KgL Fricdrich-AIexanders-Uni- 
versit.it Erbngen. [ Goethestr. ; — Erlangen (Bayern) (Deutschland)]. 

6RIMALDI (Giovan Pictro) [Modica (Siracusa) (Italia) : 28.10.1860] [8.1. 1888] [92], 
dottore in Fisica ; socio etfettivo, c segretorio, dell* Accademia Giocnia di Scienze 
Naturali (Catania) ; menibro della Societe Fran*;aise de Physique ; prof. ord. di Fisica 
sperimentale, ed inc. di un corso di fisica per i medici cd i Urmacisti, nella R. Uni- 
versity di Catania. [Via Androne, 2^ — (Catania (Italia)]. 

GUARESCHI (Giacinto) [Torino (Italia): 2. 10. 1882] [12.2. 1005 J [366], dottore in 
Mateniatica ; assistentc alia cattedra di Geometria projettiva e descrittiva nella R. Uni- 
versitA di Torino. / Corso VaUntino, n — Torino (Italia)]. 

*tGUCCIA (Nob. Giovanni Battista) dei Marchcsi di Ganzaria [Palermo (Italia): 
2i.io.i8ssl[2.3.i884l[i5). dott. in Matem. (Roma); fondatorc del Circolo Matematico 
di 1 alcrnio ; socio attivo della Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Pakr- 
nio ; nu-mbro della Sociitt:- Matliematique de France, della Soci6t6 Fran^aise de Phv- 
siquo. dell Association l-riU^aisc pour rAvancemcnt des Sciences c della Deutsche 
Mttt u-matikcr Viriiiii^.ung ; corrispondentc della S<.>cia<^ Philomathique de Paris, de&a 
1 I '. .7. * ''•' ^''''-'''^'^ ^<^* «n|:^' ^' violla Sivicti di Scienze NaturaH ed Eccw^ 
niUlir .ii lalniiMi, mnnb,., ,ldU Societ.i SiciUana per b Storia Patria (Palermo); 
imini.Ki ,u 1, .. ( iiuiuuuHum pcnn.uK'ntc imenutionale du Repertoire Bibliograpbumt des 
.S(i#«.o Mmhhii,m,iur.n, aiuuoic dei RtHdiamU del Circolo Matematico dT^PiS^- 



BLENCO DBI SOCL XT 



prof. ord. di Geometria superiore nella R. University di Palermo. [Via Ruggiero 
Settimo, }0 — Palermo (Italia)]. 

GUERRA (Ester Paolo) [Palermo (Italia): 16.1.1871] [15.1.1899] [261], ingegnere; 
socio del Gjllegio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo ; segretario del Circolo 
Matematico di Palermo; insegnante di Matematica nella Scuola Normale dell'Educa- 
torio Whitaker. [Via Macqueda, ^2 — Palermo (Italia)]. 

GULDBER6 (Alf) [Christiania (Norv^ge): I7.^I866j[II.I2.I904J[343], docteur 6s 
Sciences ; membre de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; professeur k TAcad^mie 
militaire de Christiania ; maitre de conftrences a TUniversit^ de Christiania. [Thomas 
Hefty esgd. 57 — Christiania (Norvlge)]. 

GYLDEN (Hans Olof Frederik) [Jena (Sachsen- Weimar) (Deutschland) : 7.1 1. 1867] 
[12. 3.i899J[270j, capitaine dans la Marine Royale Su6doise; professeur d'Astronomie 
k r£cole Navale de Stockholm. [Sibyllegatan 40 — Stockholm (Suhde)]. 

t HALSTED (George Bruce) [Newark (New Jersey) (U.S.A.): 25.1 1.185 3] [i 3.5.1894] 
[205], A.M. (Princeton College); Ph. D. (Johns Hopkins University) ; Member of the 
American Mathematical Society; Member of the London Mathematical Society ; Member 
of the Soci^6 Math^matique de France; Member of the Deutsche Mathematiker-Ve- 
reinigung; Member of tlie Sociedad Cientifica «Antonio Alzate» (Mexico); Member 
of the Sociedad de Geografia y Estadfstica (Mexico) ; Member of the Society of Arts; 
Member of the Washington Academy of Sciences ; Member of the Mathematical Asso- 
ciation; Member of the Society for the Promotion of the Engineering Education; 
Fellow- of the Royal Astronomical Society (of England) ; Fellow of the American 
Association for the Advancement of Science ; President of the Texas Academy of 
Science ; ex- Fellow of Princeton College ; twice Fellow of Johns Hopkins Univer- 
sity; Intercollegiate Prizeman; sometime Instructor in Post Graduate Mathematics, 
Princeton College ; Professor of Mathematics in Kenvon College. [ Terrace Place — 
GambUr (Ohio) (U.S. A) J. 

HASKELL (Mellen Woodman) [Salem (Massachusetts) (U.S.A.): 17.3. 1863] 
[26.3.1005] [391], A. B., A.M., Ph.D. (Gdttingen); Member of the American Mathe- 
matical Society ; Member of the Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; Associate Pro- 
fessor of Mathematics in the University of California. [P. O. Box j — Berkeley (Cal) 
(U. S. A.)]. 

HERMANN (Arthur Joseph) [Paris (France): 31.8.1839] [11.12.1004] [341], ancien 
d^e de rficole Normale sup^rieure de Paris ; membre de la Society Math^matique 
de France ; libraire-^diteur de S. M. le Roi de Su6de. [Rue de la Sorbonne, 6 — Pa- 
ris, V' (France)]. 

f HUMBERT (Georges) [Paris (France) : 7.i.i859][4.i2.i887][79], ancien d^ve de 
rtcole Pol}technique de Paris ; ing^nieur des Mines ; docteur ts Sciences math^ma- 
tiques ; membre de I'lnstitut de France (Acad^mie des Sciences, section dc G^om^trie) ; 
membre de la Soci^6 Philomathique de Paris ; membre et ancien president de la 
Soci6t6 Math^matique de France ; membre de la « Commission permanente internatio- 
nale du Repertoire Bibliographique des Sciences Math^matiques » ; professeur d' Analyse 
h TEcole Polytechnique de Paris. [Rue Daubigny, 6 — Paris, XVII' (France)]. 

INSOLERA (Filadelfo) [Lentini (Siracusa) (Italia): 29.2.1880] [24.5.1903] [3 19], dot- 
tore in Matematica. [Cassa Na^ionale di Previden^a per la wvaliditd e la vecchiaja de- 
gli opcrai — Roma (Italia)]. 

JADANZA (Nicodemo) [Campolattaro (Benevento) (Italia): 14.10.1847] [9.9.1888] 
[133], dottore in Matematica; accademico residente della Reale Accademia delle Scienze 
di Torino ; socio corrispondente dell' Accademia Pontaniana di Napoli, dell' Accademia 
Dafhica di Lettere, Scienze ed Arti Belle di Acireale e della Associac3o dos Engen- 
heiros civis Portuguezes (Lisbona) ; prof. old. di Geodesia teoretica nella R. Universita 
di Torino ; prof straord. di Geometria pratica nella R. Scuola d'Applicazione per 
gli Ingegneri in Torino. [R, Universitd — Torino ^^ 

•f JORDAN (Camille) [Lyon (Rh6ne) rt^wm membre 

de rinstitut de France (Acaddmie des Saa "^ de 

la Soci^t^ Philomathique de Paris; membr 
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matique de France ; membre de T Association Fran<jaise pour rAvancement des Scien- 
ces; associ^ Stranger de la Reale Accademia dei Lincei (Rome); membre correspon- 
dant de T Academic des Sciences, des Belles- Lettres et des Arts de Lyon, de la Reale 
Accademia dellc Scienze di Torino, du Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere 
(Milan), de TAccademia Pontificia dei KuoW Lincei (Rome), de TAcad^mie Royale 
des Sciences, des Lettres et des Beaux- Arts de Belgiauc (Bruxellcs), de TAcad^mie 
Imperiale des Sciences de St.-P^ersbourg, de la Physikalisch-medizinische Sozietat in 
Eriangen, de la dmbridge Philosophical Society ; membre honoraire de la Soci6t^ des 
Sciences d*Ath«^nes; docteur (honoris causa) en Math6matique de TUniversite de 
Qiristiania ; ingenieur en chef des Mines (actuellement en retr.ute) ; directeur du Jour- 
nal di Mathematiques pures et appliquees ; professeur de Math^matiques au College de 
France; professeur d'Analvse k I'Ecole PoK'technique de Paris. [Rue de Varenne, 
48 — Paris, VIP (France)]. 

JUNG (Giuseppe) [Milano (Italia): 16. 5. 184 5] [5. 6. 1887] [65 J, dott. in Matem. ; mem- 
bro efFettivo del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; membro della 
Soci^6 Math^matique de France; membro onorario della British Association for the 
Advancement of Science ; redattore degli Annali di Matcmatica pur a ed applicata ; col- 
laboratore della Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften, mit Emschluss ibrer 
Anwendungen ; prof. ord. di Statica grafica e Geometria projettiva nel R. Istituto Tec- 
nico superiore di Milano. [Bastioni di Porta Vittoria, )i — Milano (Italia)]. 

KERBEDZ (M.me Eugenie de) [...][ 24. 1. 1 892] f 180]. [Kou\nietschnoi, 14 — St.-Piters- 
bourg (Russie)]. 

KLEIN (Felix) [Dusseldorf (Preussen) (Deutschland) : 25.4.18491 [22.1.1905] [55 3], 
Geh. Reg.-Rat. ; Dr. phil. ; Hon. Sc. D. TCambridge) ; LL, D. (Princeton) ; De Mor- 
gan Medallist (1893); Dr. math. (Christiania) ; Ehrenmitglied der Wiskundig Ge- 
nootschap (Amsterdam) ; korr. Mitglied der Reale Accademia delle Scienze delllstituto 
di Bologna; ausw. Mitglied der Academie Royale des Sciences, des Lettres et des 
Beaux- Arts de Belgique (Bruxelles) ; Ehrenmitglied der Cambridge Philosophical Society ; 
Ehrenmitglied der Royal Irish Academy (Dublin) ; Ehrenmitglied der Physikalisch- 
medizinischen Sozietat in Eriangen ; ord. Mitglied der Kgl. GeseUschaft der Wissenschaf- 
ten zu G6ttingen; Mitglied der Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig; 
ausw. Mitglied der Royal Society of London ; Ehrenmitglied der London Mathematical 
Society ; Ehrenmitglied der Manchester Literar\' and Philosophical Society ; korr. 
Mitglied des Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; wirkL Mitglied 
der Soci^'t^ Math^matique de Moscou; Ehrenmitglied der New York Academy of 
Sciences; korr. Mitgliecl des Institut de France (Academie des Sciences, section de 
G6om6trie) (Paris) ; ausw. Mitglied der Society Italiana delle Scienze (detta dei XL) 
(Roma) ; ausw. Mitglied der Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; ausw. Mitglied der 
Reale Accademia delle Scienze di Torino; ausw. Mitglied der Kongl. Vetenskaps- 
Societeten (Societas Regia Scientiarum Upsaliensis) ; korr. Mitglied des Reale Istituto 
Veneto di Scienze, Lettere ed Arti (\'enezia) ; Mitglied der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung ; etc. ; Herausgeber der Mathematischen Antiakn ; Mithrsg. der Zeitschrift 
fur Mathematik und Physik ; Mitglied der Kommission fur die Encyklopadie der Mathe- 
matischen Wissenschaften, mit Einschluss ihrer Amvendungen ; ord. Professor der Mathe- 
matik an der Georg-Augusts-Universitat Gdttingen. [IVilhelm IVeher-Str. j — Gottingen 
(Preussen) (Deutschland)]. 

KNE8ER (Adolf) [Grussow (Mecklenburg) (Deutschland): 10.3. 1862J [23.7.1905] 
[398], Dr. phil.; Mitglied und fruherer Vorsitzender der Berliner Mathematischen Ge- 
seUschaft ; Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; Mitglied der Schlesi- 
schen Gesellschaft fur Vaterldndische Cultur ; Mitglied der Mathematischen Gesellschaft 
zu Charkow; Mitarbeiter an der Encyklopadie der Mathematischen Wissenschaften, mit 
Einschluss ihrer Anwendungen; ord. Professor der Mathematik im der Kgl. Universitat 
Breslau. [Tiergartenstr. 106 — Breslau, XVI. (Preussen) (Deutschland)]. 

KONIG (Jules) [Gy6r (Hongrie): 16.12.1849J [12.2.1905] [367], conseiller au Mini- 
st^re ; secretaire perpetuel de la section des Sciences mathematiques et naturelles de 
la Mag\'ar Tudomdnyos Akad^mia (Budapest) ; membre de la Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung ; redacteur des Berichte, mathematische und naturwissenschaftliche, aus Un- 
garn; professeur i TEcole Polytechnique de Budapest [Vdmhd:Jidrut $ — Budapest 
(Hongrie)]. 
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K0ENI6SBER6ER (Leo) [Posen (Preussen) (Deutschland) : 15. 10.1837] [i2.2.ig05] 
[368], Geh.-Rat ; Dr. phil. ; korr. MitgKed der KgL Preussischen Akaderaie der Wis- 
senschaften (Berlin) ; Ehrenmitglied der Physikalisch-medizinischen Soziet^t in Erlan- 
gen ; korr. Mitglied der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen ; etc. ; 
Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; ord. Professor der Mathematik 
an der Grossherz. Ruprecht-Karls-Universitat Heidelberg. [Kaiserstr. 2 a — Heidelberg 
(Baden) (Deutschland) /. 

KOHN (Gustav) fReichenau (B6hmen) (Oesterreich) : 22.5.1859] [26.2.1905] [379], 
Dr. phil. ; Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ; Mitarbeiter an der En- 
cyklopddie der Mathematischen Wissenschaften , mit Einschluss ihrer Anwendungen; aus- 
serord. Professor an der K. K. Universitdt Wien. [Reisnerstr, ^4 — Wien ^^'/^ (Oester- 
reich)]. 

KRAZER (Adolf) fZusmarshausen (Bayem) (Deutschland): 15.4.1858] [22.1. 1905] 
[354], Dr. phil.; Mitglied der Deutschen Mathematiker-Vereinigung; Mitarbeiter an der 
Encyklopddie der Mathematischen Wissenschaften, mit Einschluss ihrer Anwendungen; 
ord. Professor der hoheren Mathematik an der Grossherzogl. Technischen Hochschule 
zu Karlsruhe. [Westrndstr. ^j — Karlsruhe (Baden) (Deutschland)], 

LAISANT (Charles - Ange) [Basse-Indre (Loire-Infferieure) (France) : 1.11.1841] 
[24.5.1891] [176], ancien d^ve de Tftcole Polytechnique de Paris ; docteur 6s Sciences 
math^matiques ; membre de la Soci^t^ Philomathique de Paris ; membre et ancien pre- 
sident de la Soci^t^ Math^matique de France; president de I* Association Fran^aise 
pour TAvancement dcs Sciences (1903-1904); membre honoraire de la Soci6t6 Physico- 
Math^matique do Kasan; membre correspondant de la Soci^t^ Royale des Sciences 
de Li^ge, de TAcademia Real das Sciencias de Lisboa, de la Real Acad^mia de Ciencias 
Exactas Fisicas y Naturales de Madrid, de Flnstituto de Coimbra, de la Soci^t^ des 
Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux, de la Reale Accademia di Scienze, Let- 
tere ed Arti di Padova, de Tlnstitut National de Geneve; secretaire de la a Commission 
permanente intemationale du Repertoire Bibliographique des Sciences Mathimatiques » \ 
directeur des Nouvelles Annates de Matht^matiques, de V Intermidiaire des Mathimaticiens 
et de VEnseigneinent Mathematique ; collaboratcur de V Encyclopidie des Sciences Mathhna- 
tiques pures et appliquUs ; examinateur d'admission et r^petiteur 4 Tficole Polytech- 
nique de Paris. [Avenue Victor -Hugo, 162 — Paris, XVF (France)], 

LA MANNA (Antonino) [Palermo (Italia): 27.2.185 i][i 3.6.1886; 12.2.1905] [44], in- 
gegnere ; socio del Collegio degli Ingegncri ed Architetti in Palermo ; assistente alia 
cattedra di Meccanica applicata alle Costrurioni nella R. Scuola d'Applicazione per 
gl'Ingegneri in Palermo. [Via Casa Professa, 22 — Palermo (Italia)], 

LA MENSA (Giovanni) [Palermo (Italia): I3.i.i847][i6.i.i887][55], ing.; socio del 
Collegio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo; vice segretario del Clrcolo Mate- 
matico di Palermo ; prof, di Costruzioni, Disegno relativo e Geometria descrittiva nel 
R. Istituto Tecnico di Palermo. [Via Rosolino Pilo, 14 — Palermo (Italia)], 

LANZA DI MAZZARINO (Conte Giuseppe) [Palermo (Italia) : 6.3.1866] [22.6.1890] 
[165], membro della Societd Siciliana per la Storia Patria (Palermo); Presidcnte del 
Qrcolo di Cultura e dell'Associazione pel Bene Economico di Palermo. [Via Macque- 
da, J 8^ (Pala:(jp Ma^arino) — Palermo (Italia)], 

LAURA (Ernesto) [Porto Maurizio (Italia) : 23.3.i879][i2.2.i905][36p], dottore in 
Matematica ; assistente alia cattedra di Meccanica razionale nella R. Umversit^ di To- 
rino. [Via Gauden^io Ferrari, 4 — Torino (Italia)]. 

LAURICELLA (Giuseppe) [Girgenti (Italia): I5.i2.i867][26.2.i893j[i90], dottore 
in Matematica; socio eflcttivo dell' Accademia Gioenia di Catania; prof. ord. di Cal- 
colo infinitesimale ed inc. di Fisica matematica nella R. UniversitA di Catania. [Via 
Reitano, 10 — Catania (Italia)]. 

LEBON (D^sir^-Emest) [Audigny (AisneJ (France): 25.8.1846] [24.3.1889; 25.2.1900] 
[145], agr^g^ de TUniversit^ ; laur^at de 1 Acad^mie Fran^aise ; membre correspon- 
dant de TAcademia Real das Sciencias de Lisboa ; membre de la Soci6t6 Astronomique 
de France ; membre de la Royal Astronomical Society of London ; membre de 
FAssociation Frangaise pour I'Avancement des Sciences ; membre de 1' Alliance Fran^aise 
la Propagation de la Langue Frangaise dans les colonies et d T^tranger ; mem- 

i» t« XX (1905). — Sumpato il 24 luglio 190$. c 



xym iLiNco on socl 



bre de la SociM des Amis de rUniyersit^ de Paris ; ancien professeur suppliant de 
G^om^trie descriptive au Conservatoire des Arts et MMers de Paris ; professeur 
de Mathtoatiques au Lyc^e Charlemagne i Paris; correcteur jpour Tadmission k Tiicole 
Militaire ; examinateur pour le Baccakur^at modeme i la ^orbonne ; examinateur i 
rinstitut Commercial de Paris. [Rue des £coles, 4^*' — Paris, V (France)], 

LEVI (Bcppo) [Torino (Italia): I4.5.i875][8.5.i898j[252], dottore in Matematica ; 
pro£ nel R. 1 stituto Tecnico a Gian Domenico Romagnosi » di Piacenza. [Fia Pa- 
strengo, 12 — Torino (Italia)]. 

LEVI-CIVITA (TuUio) [Padova (Italia) : 29.^I873] [24.2.1895] [2 17], dott in Matem.; 
socio corrispondente della Reale Accademia di Sdenze, Lettere ed Arti di Padova, del 
Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti (Venezia), dell' Accademia Imperiale 
delle Sdenze di Pietroburgo ; membro della Societi Fisica Italiana, della Soci^6 Ma- 
th^matique de France, ddla Deutsche Mathematiker-Vereuiigimg e della American 
Mathematical Society ; prof, di Meccanica razionale ed inc. di Meccanica superiore nella 
R. University di Padova. [Fia AlHnate, 14 — Padova (Italia)]. 

LIGATA DI BAUCINA (Nob. Giovanni Battisu) Conte d'Isnello [Palermo (Italia): 
8. 1 2. 1 867] [ 1 2.6. 1 904] [ } } I ]. [Pia^a deUa Kalsa, $ 6 (PaUx^o Baucina)'-PaUrmo (Italia)]. 

LO MONACO APRILE (Luigi) [Palermo (ItalU): 4.4. 187$] [27. 12. 1806] [250], dot- 
tore in Matematica; prof, nel K. Liceo-Ginnasio «Gioberti» e nel R. Liceo crD'Aze- 
glio » di Torino. [Cor so S. Mauriiio, ly — Torind (Italia)]. 

LORIA (Gino^ [Mantova (Italia): 19. 5. 1862] [4. 12. 1887] [80], dott. in Matem.; socio 
corrispondente deUa Reale Accademia Yirgiliana di Scienze, Lettere ed Arti di Mantova, 
della dodedad Qentifica « Antonio Alzate » ^exico), della Reale Accademia di Sdenze, 
Lettere ed Arti di Modena, dell' Accademia Pontaniana di Napoli, della Kgl. Bdhmische 
Gesellschaft der Wissenschaften (Praga^ ; membro dell' Association for the Improvement 
of Geometrical Teaching ; membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; membro 
del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; direttore del BoUettino di 
Bibliogrdia e Storia delle Sciens^e matemaHcbe ; preside della Facolt^ di Sdenze, profes- 
sore ora. di Geometria superiore, ed inc. di Geometria descrittiva, nella R. University 
di Genova. [Passo Caffaro, i — Genova (Italia)], 

LOYETT (Edgar Odell) [Shreve (Ohio) (U. S. A.): I4.4.i87i][i5.i.i899][263j, 
M.A. ; Ph.D. (Virginia, Leipzig); LL. D. ; Member of the American Philosophical 
Society (Philaddphia) ; Member of the Council of the American Mathematicsd So- 
dety ; Member of the Sod^l^ Math^matique de France ; Member of the Deutsche 
Matnematiker- Vereinigung ; Sometime Professor of Mathematics, Princeton University ; 
Professor and Head of the Department of Astronomy, Princeton University. [Pros- 
pect Avenue, i) — Princeton (N. J.) (U. S. A.)]. 

LUROTH Gakob) [Mannhdm (Baden) (Deutschland) : 18.2. 1844] [26.3.1905] [388J, 
Geh. Hof-Rat; Dr. phil. ; korr. Mit^lied der Physikalisch-medizinischen ^zietat in 
Erlangen ; Mit^lied der Deutschen Mathematiker- Vereinigimg ; ord. Professor der Ma- 
thematik an der Grossherz. Badischen AJbert-Ludwigs-UniversitSt Frdburg i. Br. 
[MoTiartstr, 10 -—Freiburg i. Br. (Baden) (Deutschland)]. 

LUGARO (Enrico) [Palermo (Italia): 2.12.1876] [21.1.1900] [278J, dottore in Mate- 
matica; pro£ nd R. Ginnasio di Castellammare del Golfo. [R. Gimasio-^CasteOam- 
mare del Golfo (Prov. di Trapani) (Italia)], 

MACALUSO (Damiano) [Palermo (Italia) : 274.1845] [18.4.1886] [4^], ing.; sodo at- 
tivo, e direttore della classe di Scienze naturali ed esatte, della Reale Accademia di 
Sdenze, Lettere e Belle Arti <ti Palermo ; socio ord. della Societi di Scienze Naturali 
ed Economiche di Palermo; socio onorario dell'Accademia Gioenia di Sdenze Natu- 
rali (Catania); socio corrispondente della Reale Accademia dd Lined (Roma); mem- 
bro della Societii degli Spettroscopisti ItaUani; prof. ord. di Hsica sperimenule, ed 
inc. di un corso di Hsica per gli studenti di Medicina e Farmacia, nella R. Universiti 
di Palermo. [R. Universild — Palermo (Italia)], 

MACFARLANE (Alexander) [Blairgowrie (Perthshire) (Scotland): 2 1.4. 185 1 J 
[2^.12.1804] [211], M. A. ; D. Sc. (Edinburgh) ; LL D. ; Fellow of the Royal Sodety of 
Edinburgn; Member of the American MjUhematical Society; Member of the Deutsche 
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Mathemadker-Vereinigung ; Member of the Sociedad Cientlfica « Antonio Alzate» 
(Mexico) ; General Secretary of the International Association for the Promotion of the 
Mudy of Quaternions and Allied Systems of Mathematics ; Professor of Mathematical 
Physics, Lehigh University, South Bethlehem, Pa. [Gowrie Grove — Chatham (Ontario) 
(Canada)]. 

MACRi (Vincenzo) [.•0[23'3. 1890] [159], ingegnere. [CasUlUrmim (Prov. di Gir- 
getUi) (JtaUa)]. 

MAGGI TGian Antonio) [Milano (Italia^: 19.2.18^6] [i 1.12.1004] [342], dott. in Fisica; 
dottore in Matematica; socio ordinario ciella Society Fisico-Matematica dell*Universiti 
Imperiale di Kasan; socio corrispondente deU*Accademia Gioenia di Scienze Natu- 
rah (Catania), della Reale Accademia Peloritana di Messina, del Reale Istituto Lom- 
bardo di Scienze e Lettere (Milano), deUa Reale Accademia dei Lincei (Roma); 
proL ord. di Meccanica razioniale ed inc. di Fisica Matematica nella R. University di 
Ksa. [R, Ufdversii^ — Pisa (Italia)]. 

MANCINI (Ernesto) [...l[i 4.1. 1894] [196], ingegnere. [Fia Lungara, 10 -— Roma 
(Italia)]. 

MANGE (Francois-Louis) [Paris (France): 2.3.1856] [22.1. 1905] [355], ancien tlbvt de 
l*ficole Polytechnique de Zurich; ing^nieur. [Rue de Lisbonne, 4y — Paris, VUP (France)], 

MARCOLONGO (Roberto) [Roma (Italia) : 2 3. 8. 1862] [13. 5. 1888] [11 6], dottore in 
Matematica; socio ordinario della Reale Accademia Peloritana di Messina; prof ord. 
di Meccanica razionale ed inc. di Fisica matematica neUa R. Universitii di Messina. 
[R. University — Messina (Italia)]. 

MARLETTA (Giuseppe) [Catania (Italia): io.io.i878][22.i2.i90i][30i], dottore 
in Matematica; assistente alia cattedra di Geometria projettiva e descrittiva, ed assi- 
stente onorario alia cattedra di Calcolo inHnitesimale, nella R. Universitii di Catania. 
[Fia Motta, ; — Catania (Italia)]. 

MARTIN (Artemas) [Steuben Co. (New York) (U.S.A.): 3.8.183 j] [i 4.1 1.1897] [242], 
M. A.; Ph. D.; LL. D. ; Member of the London Mathematical Society ; Member of the 
Sod^t^ Math^matique de France; Member of the Edinburgh Mathematical Society; 
Member of the Mathematical Association, England ; Member of the Deutsche Mathe- 
matiker-Vereinigung; Member of the American Mathematical Society; Member of the 
Philosophical Society of Washington ; Fellow of the American Association for the Ad- 
vancement of Science; Editor and Publisher of the Mathematical Visitor; Editor and Pu- 
blisher of the Mathematical Magazine, /"^i; N Street, N.W.^ Washington (D.C) (U.S.A)]. 

MARTINETTI (Vittorio) [Mantova (Italia): 11.8.1859] [24.1. 1886] [36], dottore in 
Matem. ; socio ordinario della Reale Accademia Peloritana di Messina ; corrispondente 
della Reale Accademia Virgiliana di Mantova e dell' Accademia Gioenia di Scienze 
NaturaU di Catania ; membro del Consiglio superiore di Pubblica Istruzione ; rettore 
della R. University di Messina; prof. ord. di ueometria projettiva e descrittiva con 
dise^o, ed inc. di Geometria superiore, nella R. Universitii di Messina. [R. Uni- 
versttd — Messina (Italia)]. 

MASONI (Udabigo) [Napoli (Italia): 11. 7. i860] [13. 2. 1887] [5 9], dott. in Matem.; 
ingegnere ; socio residente dell* Accademia Pontaniana di Napoli ; socio ordinario resi- 
dente del Reale Istituto d'Incoraggiamento di Napoli; socio corrispondente nazionale della 
Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli ; Presidente della Giunta 
di Vigilanza degl'Istituti Tecnico e Nautico ; gi^ Presidente del Consiglio dell'Ordine e 
del CoUegio desl'Ingegneri ed Architetti di Napoli ; libero docente di Meccanica razio- 
nale nella R. Universitii di Napoli ; prof. ord. di Idraulica teoretica e pratica, e diret- 
tore del relativo Gabinetto, nella R. Scuola d'Applicazione per gl'Ingegneri in Napoli. 
[Via Medina, 6j — Napoli (Italia)]. 

MA8SARINI (Sig.na Iginia) [...][24.ii.i895][223], dottoressa in Matematica; tit di 
Matematica neUa K. Scuola Tecnica Femminile « Marianna Dionigi* di Roma; inc. di 
Matematica nel R. Ginnasio Femminile <cRegina Elena » di Roma. [Via Naaffonda, 
JSS^Roma (Italia)]. 

MEDOLAGHI (Paolo) [Firenze (Italia): 24.ii.i87^][27.3.i898][a50], do 
libero docente di Calcolo infinitesimale nella R. Univenki <U Room; 
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della Cassa Nazionale di previdenza per la vecchiaja e per la invaliditil degli operai. 
[Via Manin, 6^ — Roma (Italia)]. 

MENABREA (Conte Girlo) Marchese di Val-Dora [Torino (Italia) : 4.2.1855] 
[I2.6.i904][334], gii aUievo della Scuola Politecnica di Zurigo. [Rue d'Angleterre, 1^ — 
Tunis {Tunisie)]. [SU-Cassin, pr^s de ChamHry (Savoie) (Prance)]. 

MENDIZABAL TAMBORREL (Joaquin de) [Puebla (Mexico) : 29.3.1856J [11.1.1891] 
[169], Ingeniero Giografo y Militar ; Miembro honorario de la Sociedad Gentinca 
<c Antonio Alzate » de Mexico ; Socio de ni!imero de la Sociedad Mexicana de Geo- 
erafta y Estadistica; Miembro de la London Mathematical Society, de la Edinburgh 
Mathematical Society, de la Soci^t^ Math^matique de France, de la Soci^t^ Math^ma- 
tique de Moscou, de la American Mathematical Society; Miembro de las Sociedades 
Astron6micas de Alemania y Francia; Miembro de las Sociedades de Geografia de 
Berlin, Bruxclles, Madrid, Mexico y Paris ; Miembro correspondiente de la Reale Accade- 
mia delle Scienze di Padova ; Miembro de la Soci^t^ Scientifique de Bruxelles ; Miem- 
bro de la Associaci6n de Ingenieros de Mexico; Miembro de la Sociedad Mexicana 
de Historia Natural. [Sociedad Alzate. Palma, i} — Mexico (Mexico)]. 

MIGNOSI (Gaspare) [Palermo (Italia): 6.1.1875] [26.1. 1902] [304], dottore in Mate- 
matica ; inc. di Matematiche nella R- Scuola Normale Femminile di Palermo ; assistente 
volontario alia cattedra di Algebra complementare nella R. Universitii di Palermo. 
[Via Bandiera, 17 — Palermo (Italia)]. 

MINED (Corradino) [Palermo (Italia): 26.7.1875] [12.1.1902J [302], dottore in Mate- 
matica ; assistente alia cattedra di Geodesia nella R. University di Palermo. [R. Scuola 
d'Applica^ione per gVlngegneri — Palermo (Italia)]. 

MITTA6-LEFFLER (Gdsta) [Stockholm (Su6de): i6.3.i846][i 3.5.1888] [114J, Dr. 
phiL (Upsala); docteur (honoris causa) en Math^matique de TUniversit^ de Bologne 
et de rUniversitfc de Christiania ; docteur honoraire « of Qvil Laws » de TUniversitfe 
de Oxford; docteur honoraire en Sciences de TUniversit^ de Cambridge; associ^ ^- 
tranger, membre honoraire, membre, ou corresoondant, des Academies et Soci^t^s sui- 
vantes : Wiskundig Genootschap (Amsterdam), Soci^t^ Pamassos d'Ath^nes, Reale Ac- 
cademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna, Acad^mie Royale des Sciences, des Let- 
tres et des Beaux-Arts de Belgique (Bruxelles), Magyar Tudomdnyos Akad^mia (Bu- 
dapest), Gunbridge Philosophical Society, Videnskabs Selskabet (Christiania), KongL 
Danske Videnskabemes Selskab (Copenhague), KdnigL GeseUschaft der Wissenschaften 
zu Gdttingen, Kaiserliche Leopoldinisch-Carolinische Deutsche Akademie der Natur- 
forscher (Halle), Finska Vetenslcaps-Societeten (Helsingfors), Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung, Soci6t6 Royale des Sciences de Li^ge, Royal Society of London, British 
Association for the Advancement of Science, London Mathematical Society, Man- 
chester Literary and Philosophical Society, Soci^t^ Math^matique de Moscou, So- 
ciety Reale (Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche) di Napoli, Accademia 
Pontaniana di Napoli, Institut de France (Acad^mie des Sciences, section de G^om6- 
trie) rParis),Soci6t6 Mathimatique de France (Paris), Reale Accademia dei Lincei (Rome), 
Academic Imp^riale des Sciences de St.-P6tersbourg, Kongl. Svenska Vetenskaps- 
Akademien (Stockholm), Reale Accademia delle Scienze di Torino, Kongl. Vetenskaps- 
Societeten (5ocietas Regia Scientiarum Upsaliensis) ; membre du Consiglio Direttivo 
del Circolo Matematico di Palermo; r^dacteur en chef des Acta Mathematica; profes- 
seur d' Analyse sup^rieure k TUniversit^ de Stockholm. [Stockholm-Djursholm (Sukde)]^ 

MONROY (Nob. Antonio) [Palermo (Italiaj) : I7.3.i876][i2.6.i904j[333], ingegnere 
civile; straord. all*Ufficio Tecnico Provinciale di Palermo. /"Pw^^a RanchibiU, ViUa 
Rancbibile — Palermo (Italia)]. 

MONTESANO (Domenico) [Potenza (Italia^: 22.12.1863] [13.5. 1888] [117], dott. in 
Matem. ; socio corrispondente nazionale della Keale Accademia delle Scienze Fisiche e 
Matematiche di Napoli; socio residente dell* Accademia Pontaniana di Napoli; prof, 
ord. di Geometria projettiva con disegno, e libero docente di Georaetria supenore, 
nella R. University di Napoli. [Via Duomo, 4$ — Napoli (Italia)]. 

M0NTES8US DE BALLORE (Vicomte Robert de) [Lyon (Rh6ne) (France): 20.5.1870] 
[I3.i.i90i][284], docteur ts Sciences math^matiques ; membre de la Soci6t6 Math^- 
matique de France; membre de la Soci^t6 Scientifique de Bruxelles; membre de la 
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Soci^6 Beige d'Astronomie ; professeur de M^canique rationnelle et charg6 des cours 
d'Alg^bre et G^om^trie sup^rieures k la Faculty libre des Sciences de Lille. [Boulevard 
de la Liberti, 121 — Lille (Nord) (France)]. 

MOORE (Elialdm Hastings) [Marietta (Ohio) (U.S.A.): 26.1. 1862] [27.1. 1889] 
[139], B. A.; Ph D. (Yale, G6ttingen, honorary) ; LL. D.; Member of the National Aca- 
demy of Sciences (WashingtoiO ; Member and ex-President of the American Mathema- 
tical Society ; Member of toe London Mathematical Society ; Member of the Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung ; Editor of the Transactions of ihe American Mathematical 
Society; Professor and Head of the Department of Mathematics, University of Chi- 
cago. [Faculty Exchange, The University — Chicago (III.) (U. S. A.)]. 

MORERA (Giacinto^ [Novara (Italia) : 1 8.7. 1856] [4.1 2.1 887] [82J, dott. in Matem.; 
accademico residente deUa Reale Accademia delle Scienze di Torino ; socio corrispon- 
dente della Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; prof, onorario deUa R. Universitd di 
Genova; prof ord. di Meccanica razionale ed inc. di Meccanica superiore nella 
R. University di Torino. [Via Della Rocca, 22 — Torino (Italia)], 

MUKHOPADHYAY (Asutosh) [28.6.1864] [8.6.1890] [163], M. A.; LL. D.; Vice-Pre- 
sident of the Asiatic Society of Bengal (Calcutta) ; Member of the Royal Irish Academy 
(Dublin); Fellow of the Royal Society of Edinburgh; Member of the Edinburgh 
Mathematical Society ; Fellow of the Royal Astronomical Society (London) ; Member 
of the London Mathematical Society; Member of the Physical Society (London); 
Member of the American Mathematical Society (New York); Member of the Soci^t6 
Math^matique de France (Paris); Member of the Soci^i^ Fran^aise de Physiaue (Paris); 
Premchand Roychand Student in Mathematics and Physics, Examiner in Mathematics 
and Member of the Syndicate of the University of Calcutta ; Sometime Member of 
the Council of the Lieutenant Governor of Bengal and Additional Member of the 
Council of the Governor General of India ; Now one of His Majesty's Judges in the 
High Court of Calcutta ; Professor of Mathematics at the Indian Association for the 
Cultivation of Science, [yy, Russa Road North, Bhowanipore — Calcutta (India)]. 

NEWSON (Henry Byron) [Mount GUead (Ohio) (U.S.A.): io.7.i86oJ[25.8.iooi] 
[299], M. A. ; Ph. D.; Member of the American Mathematical Society; Member of the 
Deutsche Mathematiker-Vereinigung; Editor of the Kansas University Science Bulletin; 
Professor of Mathematics in the Lmiversity of Kansas. [University of Kansas ^Law- 
rence (Kan.) (U.S.A.)]. 

NIELSEN (Niels) [CErslev (Fyen) (Danmark): 2.i2.i865J[22.i.io05J[3s6j, docteur 
ks Sciences math^matiques ; membre de la Soci^t^ Math^malique de France ; membre 
de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung; inspecteur g^n^ral de Tenseignement ma- 
th^matique aux G)annases Danois; decent de Mathtoatiques pures k TUniversit^ de 
Copenhague. [Norrehrogade $j — Kdbenhavn, N. (Danmark)]. 

MOBILE (Vittorio) [Napoli Qtahz): 27.10.1875] [io.2.i90i][286j, dott. in Matem.; 
1° astronomo aggiunto nel R. Osservatorio Astronomico di Capodimonte; assistente 
alia cattedra di Geometria descrittiva nella R. University di Napoli. [R. Osservatorio 
Astronomico di Capodimonte — Napoli (Italia)]. 

NOETHER (Max) [Mannheim (Baden) (Deutschland) : 24.9.1844] [28.8.1904] [336], 
Dr. phil. ; korr. Mitglied der Kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften (Berlin); 
korr. Mitglied der Magyar Tudomdnyos Akad^mia (Budapest) ; ord. Mitglied der Phy- 
sikalisch-medizinischen 5ozietit in Erlangen; korr. Mitglied der Kgl. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu G6ttingen; korr. Mitglied des Reale Istituto Lombardo di Scienze 
e Lettere (Milano) ; korr. Mitglied der KgL Bayerischen Akademie der Wissenschaften 

g^unchen); korr. Mitglied des Institut de France (Acad^mie des Sciences, section de 
^om^trie) (Paris); ausw. Mitglied der Reale Accademia dei Lincei (Roma); korr. 
Mitglied der Reale Accademia delle Scienze di Torino ; Mitglied der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung und Astronomischen Gesellschaft; Mitglied der « Internationalen 
Kommission fur die Gucci a-Medaille ^1908))); Mithrsg. der Mathematischen Annalen ; 
ord. Professor der Mathematik an der kgl. Friedrich-Alexanders-Universitat Erlangen. 
[Nurnbergerstr. 5 a* — Erlangen (Bay em) (Deutschland)]. 

ORLANDO (Luciano) [Caronia (Messina) Italia) : 13.5.1877] [12.7.1903] [323], dot- 
tore in Matematica ; tenente del Genio. [R. Scuola Normale Superiore — Pisa (Italia)]. 
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OSGOOD (William Fogg^ [Boston (Mass.) (U.S.A.J): 10.3.1864] [5.3.1905] [382I 
M. A. ; Ph. D. (Erlangen) ; President of the American Mathematical Society ; Member 
of the National Academy of Sciences (Washington) ; Member of the Deutsche Mathe- 
matiker- Vereinigung ; Contributor of the Encyklopadie der Matbematiscben Wissemchafitn, 
mil Emschluss wrtr Anwendungen ; Professor of Mathematics in Harvard University. 
[Harvard University — Cambridge (Mass.) (U. S. A,)], 

PAINLEV^ (Paul) [Paris (France): 5. 12. 1863] [284. 1895] [221], docteur te Scien- 
ces math^matiques ; membre de Tlnstitut de France (Acad^mie des Sciences, section 
de G^om^trie); membre et ancien President de la Sod^t^ Math6matique de France; 
membre de la Soci^t^ Astronomique de France; membre danger de la KongL Ve- 
tenskaps-Societeten (Societas Regia Scientianmi Upsaliensis) ; coUaborateur de lE/tcy- 
clopidie des Sciences MathimaHques pures et appliquies (Editions aUemande et fran^aise); 
professeur de Math^matiques g^n6rales k la Faculty des Sciences de Paris; r^p^teur 
ii rEcole Polytechnique de Paris. [Rue d'Assas, 55 — Paris, VI' (France)]. 

PANNELLI (Marino) [Macerau (Italia): i6.ii.i855][i2.2.i905][370}, dottore in 
Matematica ; libero docente di Geometria projettiva ed analitica nella R. University di 
Roma ; professore nel R. Istituto Tecnico « Leonardo da Vind » di Roma. [Via 
Cavour, loi — Roma (Italia)]. 

PAPt LANZA (Salvatore) Duca di Giampilieri [Palermo (ItaliaV. 11. 11. 185 6] 
[25.6.1905] [3 96J. [Via Protonotaro, ^4 (Potato VaJdina) — Palermo (Italia)]. 

PASCAL (Ernesto) [Napoli (Italia): 7.2.1865] [24. 1 2. 1899J [277], dottore in Mate- 
matica ; membro effettivo del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano); 
socio corrispondente della Reale Accademia dei Lincei (Roma) e dell'Accademia Pon- 
taniana di Napoli; membro straniero della KgL Bdhmische Gesellschaft der Wissen- 
schaften (Praga) ; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; 
prof. ord. di Calcolo infinitesimale ed inc. di Analisi superiore nella R. Universitii di 
Pavia. [Via Principe Umberto, 29 — Milano (Italia) ]. 

* PATER N6 (Francesco Paolo) [Novi Ligure (Alessandria) (Italia): 1 1.5. 185 2] 
[2.3.1884] [19], ingegnere-architetto ; sodo del CoUegio degli Ingegneri ed Architetti 
in Palermo ; prof, straord. di Geometria descrittiva con disegno nelk R« University di 
Palermo ; prof, di Matematica nel R. Istituto Tecnico « Filippo Parlatore » di Palermo. 
[Via Pignalelli Aragona, $2 — Palermo (Italia)]. 

PATERNd DI SESSA (Emanuele) [Palermo (Italia): 12.12.1847] [84.1888] [in], 
vice presidente del Senato del Regno ; gii^ sindaco di Palermo ; uno dei XL della So- 
ciety Italiana delle Scienze (Roma) ; socio nazionale della Reale Accademia dei Lined 
(Roma); socio attivo della Reale Accademia di Scienze, Lettere e Belle Arti di Pa- 
lermo ; corr. delle Reali Accademie di Napoli, di Torino, del Reale Istituto Lombardo 
di Sdenze e Lettere, del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, della 
Accademia Gioenia di Scienze Natural! (Catania), della Reale Accademia Peloritana 
di Messina, della Society Scientifica Argentina; membro onorario della Sodeti 
di Scienze fisiche di Bukharest ; membro della Sodeti Chimica di BerUno e della 
Sodetd di Scienze Naturali ed Economiche di Palermo ; dottore onorario della R. U- 
niversitd di Erlangen; prof, onorario della R. University di Palermo; direttore della 
Ga^etta Chimica Italiana; prof. ord. di Applicazioni della Chimica ed inc. di Chimica 
analitica nella R. Universiti di Roma. [Via Nazionale, 15 — Roma (Italia)]. 

PEANO (Giuseppe) [Cuneo (Italia): 27.8.i858][4.i2.i887][83], dott. in Matem.; 
accademico residente della Reale Accademia delle Scienze di Torino; membro della 
Sociedad Cientifica « Antonio Alzate » (Mexico) ; direttore della Revue de MatbimoH- 
ques (Rivista di Matematica) ; membro del Consiglio Direttivo del Circolo Matematico 
di Palermo; prof. ord. di Calcolo infinitesimale nella R. Universiti di Torino. [Via 
Barharoux, 4 — Torino (Italia)]. 

PENNACCHIETTI (Giovanni^ [Arcevia (Ancona) (Italia) : 25.7.1854] [14. 12. 1890] 
[167], dottore in Scienze Fisico-Matematiche ; membro effettivo dell Accademia Gioenia 
di Scienze Naturali TCatania) ; prof. ord. di Meccanica razionale ed inc. di Meccanica 
superiore nella R. Universitii di Catania. [R. University ^ Catania (Italia)]. 

PENSA (An^elo) [Savigliano (Cuneo) (Italia): 28.7.1875] [12.2.1905] [371], dot- 
tore in Matematica ; assistente alia cattedra di Geometria projettiva e descrittiva nella 
R. Universitii di Torino. [R. Universitd — Torino (Italia)]. 
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* PEPOLI (Alessandro) [Palermo (Italia) : 17.3.1852] [2.3.1884] [20], ingegnere; prof, 
nella R. ScuoU Tecnica « Gagini » ; bibliotecario del Circolo Matematico di Palermo. 
[Fia Isidoro La Lumia, 66 — Palermo (Italia)]. 

PERAZZO (Umberto) [Nizza Monferrato (Alessandria) (Italia): 25.10.1878] 
[3.4.i90i3[29i], dottore in Matematica; dottore in Scienze Naturali; assistente alia 
cattedra di Geometria projettiva e descrittiva nella R. Universiti di Torino. [Cor so 
Oporto, 15 — Torino (Italia) J, 

PERNA (Alfredo) [Napoli (Italia): 2i.9.i873][i2.6.i898][253], dottore in Matema- 
tica ; prof, nella R. Scuola Normale di Lecce. [Discesa Sanith, 12 — Napoli (Italia)], 

PETROVITCH (Michel) [Belgrade (Serbie): 6.s.i868][io.i.i897][237], ancien d^ve 
de I'ccole Normale sup^rieure de Paris; licenci6 6s Sciences physiques; docteur 6s 
Sciences math^matiques ; membre de la Srpska Kraljevska Akademija (Belgrade) ; 
membre de la Jugoslavenska Akademija Znanosti i Umjetnosti (Agram) ; membre de 

la Kril Cesk6 Spolecnosti Nauk (Prague) ; membre de la Soci6t6 Math^matique de 
France; professeur i la Faculty des Sciences de Belgrade. [Kossantch-Venac, 26 — 
Belgrade (Serbie)], 

PEXIDER (Jan Vil6m) [Karlin rB6hmen) (Oesterreich) : 22.12.1874] [24.5.1903] 
[320], Dr. phiL; Privatdozent der Mathematik an der kantonale Universitit Bern. 
[Thunstr. 88 — Bern (Schwei\)], 

PICARD (Charles-fimile) [Paris (France) : 24.7.1856] [i 3.4.1890] [162], ancien dfeve 
dc rficole Normale sup^rieure de Paris; docteur ks Sciences math^mat.; membre de 
rinstitut de France (Acad^mie des Sciences, section de G6om6trie) ; docteur (honoris 
causa) en Math^matique de TUniversit^ de Christiania ; docteur honoraire « of Qvil 
laws» de FUniversit^ de Glasgow; docteur honoraire de TUniversit^ Clark (fitats- 
Unis) ; membre et ancien President de la Soci6t6 Matli^matique de France ; associ6 
Stranger, membre honoraire, membre, ou correspondant, des Academies et Soci6t6s 
suivantes : Sod6t6 des Sciences d'Ath^nes, Kdnigl. Preussische Akademie der Wissen- 
schaften (Berlin), Reale Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna, American 
Academy of Arts and Sciences (Boston), Kongl. Danske Videnskabernes Selskab (Co- 
penhagueX Physikalisch-Medizinische SozietSt in Erlangen, Kdnigl. Gesellschaft der 
Wissenscnaften zu Gdttingen, Finska Vetenskaps-Societeten (Helsingfors), Soci6t6 Math6- 
matique de Kharkow, London Mathematical Society ; Sociedad Qentffica « Antonio 
Alzate » (Mexico), Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano), Acad^mie de 
Stanislas (Nancy), Acad^mie Imp^riale des Sciences de St.-P6tersbourg, Reale Accade- 
mia dd Lined (Roma), Reale Accademia delle Sdenze di Torino, Kongl. Vetenskaps- 
Sodeteten (Sodetas Regia Scientiarum Upsaliensis), National Academy of Sciences 
(Washington); coUaborateur de VEncyclopiaie des Sciences Mathimatiques pures et ap- 
pliquies ; professeur d'Analyse sup^rieure et Alg^bre sup6rieure k la Faculty des Sciences 
de Paris ; professeur de M6canique i. TEcole Centrale des Arts et Manufactures de Paris. 
[Rue Bora, 4 — Paris, VP (France)]. 

PIERI (Mario) [Lucca (Italia) : 22.6.1860] [10.3.188^] [142], dott. in Matem.; socio 
effettivo deU' Accademia Gioenia di Scienze Naturali di Catania; socio corrispondente 
della Reale Accademia Lucchese di Sdenze, Lettere ed Arti ; prof. ord. di Geometria 

frojettiva e descrittiva, ed inc. di Geometria superiore, nella R. University di Catania. 
R. University — Catania (Italia)], 

PIETRA (Gaeiano) [Castiglione delle Stiviere (Mantova) (Italia): 10.8. 1879] 
[26.3.1005] [385], dottore in Matematica; assistente di Geometria proiettiva e assistente 
onorano di Geometria superiore, nella R. University di Padova. [Corso Vittorio Ema- 
nttele U, 5^ — Padova (Italia)]. 

PINCHERLE (Salvatore) [Trieste: 11.3.185 3] [ii.<. 1888] [108], dottore in Matema- 
tica ; accademico benedettino, e vice presidente, deUa R. Accademia delle Scienze 
deU'Istituto di Bologna ; uno dd XL della Sodeti^ ItaHana delle Sdenze ; socio nazionalc 
deUa Reale Accademia dei Lined (Roma); sodo coit««~ ^'^ Reale Istituto 

Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; membro d ^^-Verei- 

nipmg; coUaboratore deUa Encyklop&die der JMM ^^«^ 

scbluss ibrer Anwendungen; membro del Consigil 
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di Palermo ; prof. ord. di Algebra e Geometria analitica, ed inc. di Matematiche su- 
perior!, nella R. University di Bologna. [R. Universitd — Bologna (Italia)]. 

*PINTACUDA (Carlo) [Palermo (Italia) : 8.12.1837] [2.3.1884] [21]. ing.; giiprof. di 
Meccanica applicata alle Macchine, e di Costruzioni stradali e ferroviarie, nella R. Scuola 
d'Apjplicazione per gFIngegneri di Palermo ; socio corrispondente deUa Sodetii di Scien- 
ze Naturali ed Econonuche di Palermo ; socio del Collegio degli Ingegneri ed Ar- 
chitetti di Palermo. [Via Ingham, 18 — Palermo (Italia)]. 

PINTACUDA (Michele) [Palermo (Italia): 27.6.1874] [5.3.1905] [383], ingegnere. 
[Via Torrearsa, i — Palermo (Italia)]. 

PISATI (Sig.na Laura) [...] [26.2.1005] [380], dottoressa in Matematica; insegnante 
nella R. Scuola Tecnica femminile « Marianna Dionigi » in Roma. [Via Polveriera, i — 
Roma (Italia)]. 

PITTARELLI (Giulio) [Gimpochiaro (Campobasso) (Italia): 2.2.1852] [24.2.1889], 
[141], ingegnere; dottore in Matematica; socio corrispondente dell'Accademia Ponta- 
niana di Napoli; prof. ord. di Geometria descrittiva con disegno nella R. Universitsi 
di Roma e di Applicazioni di Geometria descrittiva nella R. Scuola d'Applicadone 
per gringegneri in Roma ; inc. delle conferenze alia Scuob di Magistero per la Ma- 
tematica. [PiaT^yi S. Pietro in Fincoli, j — Roma (Italia)]. 

PIUMA (Marchese Carlo Maria) [Genova (Italia): 26.9.1837] [4. 12. 1887] [84], arch.-in* 
ge^ere ; membro della Societii Ligure di Storia Patria ; gii prof. ord. di Calcolo infini- 
tesimale nella R. University di Genova. [Via S. Sebastiano, 6 — Genova (Italia)]. 

POINCAR^ (Henri) [Nancy (Meurthe-etMoselle) (France): 29.4.18543 [23.3.1890] 
[161J, ancien d6ve de rficole Polytechnique de Paris; docteur H Sciences math^ma- 
tiques ; ing^nieur des Mines; membre de Tlnstitut de France (Acad^mie des Sciences, 
section de G^om^trie); membre et ancien president de la Soci^t^ Math^matique de 
France, de la Soci^t^ Astronomique de France et de la Sod^t^ Fran^aise de Ph)rsi- 
que ; membre de TAssociation Fran^aise pour TAvancement des Sciences ; assod6 
Stranger, membre honoraire, membre, ou correspondant, des Academies et Sod^^ 
suivantes ; Koninklijke Akademie van Wetenschappen (Amsterdam), KdnigL Preus- 
sische AkadeiTiie der Wissenschaften (Berlin), Reale Accademia delle Sdenze dell'Isti- 
tuto di Bologna, Acad^mie Royale d^s Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de 
Belgique (Briixelles), Cambridge Philosophical Society, Kongl. Danske Videnskabemes 
Selskao (Copenhague), Roval Society of Edinburgh, Kdnigl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Gdttingen, Hollandsche Maatschappy der Wetenschappen (Haarlem), Royal 
Society of London, London Mathematical Society, Royal Astronomical Sodety of Lon- 
don, Manchester Literary and Philosophical Society, Kdnigl. Bayerische Akademie der 
Wissenschaften zu Munchen, SocietA Reale (R. Accademia delle Sdenze Fisiche e Ma- 
tematiche) di Napoli, American Philosophical Sodety of Philadelphia, Sodeti Italiana 
delle Scienze (detta dd XL) (Rome), Reale Accadeinia dei Lincei (Rome), Academic 
Imp^rialc des Sdences de St.-P^tersbourg, Kongl. Svenska Vetenskaps-Akademien 
(Stockholm), Reale Accademia delle Scienze di Torino, Kongl. Vetenskaps-Sodeteten 
(Societas Regia Scicntiarum Upsalicnsis), Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed 
Arti (Venise), National Academy of Science of Washington; etc.; docteur (honoris causa) 
en MathC'matique de TUniversit^ de Christiania ; docteur honoraire en Philosophie de 
rUniversit^ de Klausenburg; docteur honoraire en Sciences de TUniversit^ de Oxford; 
Sylvester Medallist of the Royal Society of London (looi); president de la « Com- 
mission permanente Internationale du Repertoire Bibliograpnique des Sciences MoAhnati- 
ques a ; coUaborateur de VEncyclop^die des Sciences MaQjhnatiques pures et applupUes; 
membre de la « Commission Internationale pour la M^daille Guccia (1908) » ; 
membre du Consiglio Direttivo del Circolo Matematico di Palermo ; membre du Bureau 
dts Longitudes ; professeur d'Astronomie mathimatique et M^canique celeste k la Fa- 
cult^ des Sciences de Paris. [Rue Claude-Bernard, 6 j — Paris, F* (France)]. 

•POLITI (Giuseppe) [Palermo (Italia) : 4.8.1852] [2.3. 1884J [23], ing.; sododd Col- 
legio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo ; vice segretario del Circolo Matematico 
di Palermo ; capo divisione presso la Societi Italiana per le Strade Ferrate della 
Sicilia. [Via Pergole, 14 —-Palermo (Italia)]. 

POMPEIU (Dcmare) [Broscautzi (Roumanie): 22.9.1873] [12.2.1^05] [372! 
^s Sdences math^matiqucs. [Rue Daubenton, 42 — Paris, V* (Franc$)J. 
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PORCELLI (Onofrio) [...] [13.5.1804] [206], preside, e professore di Matemadche, del 
R. Istituto Tecnico « Pitagora » di Ban. [R. istituto Tecnico — Bart (Jtalia)]. 

* PORCELLI (Salvatore) [Palermo (Italia): 16.11.184?] [2.3.1884] [24], ingejpere ; 
g}k prof, di Geometria descrittiva e Costruzioni rurali neU'Istituto Tecnico di Trapani 
n 874- 1 880); socio del Collegio degli Ingegneri ed Architetti in Palermo; tesoriere del 
Grcolo Matematico di Palermo. [Via FUippo Parlatore, 22 — Palermo (Italia)]. 

PRYM (Friedrich) [Duren (Preussen) (Deutschland) : 28.9.1841] [12.2. 1905] [373], 
Dr. phil.; korr. Mitglied der Physikalisch-medizinischen Sozietat in Erlangen; korr. Mit- 
glied der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen; Mitglied der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigimg; ord. Professor der Mathematik an der Kgl. JuUus-Maximilians- 
Universitat Wurzburg. [SchweinfurUrstr. j ^4 — Wur^jnirg (Bayern) (Deutschland)], 

PUGLISI (Mattia) [Messina (Italia): 6.4.1871] [26.6.1898] [254], dottore in Mate- 
madca. [Via Regina EUna, 21 ^ Trapani (Italia)]. 

REINA (Vincenzo) [Como (Italia): 22.1 1.1862] [12. 1. 1890] [155], dottore in Mate- 
madca ; prof. ord. di Geodesia e Geometria pradca nella R. Scuola d'Applicazione per 
gl'Ingcgneri in Roma. [Pia^a S. Pietro in Vincoli, j — Roma (Italia) J. 

REPETTO (Giuseppe) [Sassari (Italia) : i8.i.i872][i2.2.i905][374], dottore in Ma- 
tematica ; prof, nel R. Ginnasio di Sassari. [Largo Panola, i — Sassari (Italia)]. 

RETALI (Vircinio) [Marciana Marina (Livorno) (Italia): 24.1 1.185 3] [27.2.1887] 
[63], dottore in Matemadca; prof, nel R. Liceo nCesare Beccaria» di MiLmo. [R. Liceo 
Cesare Beccaria — MUano (Italia)]. 

RICCI (Gregorio) [Lugo (Ravenna) (Italia): 12. 1.185^] [2 3. 12. 1804] [2 12], dottore 
in Scienze Fisico-Matematiche ; membro effettivo del Reale Isdtuto Veneto di Scienze, 
Lettere ed Ard (Venezia) ; socio corrispondente della Reale Accademia dei Lincei (Ro- 
ma) ; membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; prof. ord. di Algebra comple- 
mentare ed inc. di Fisica Matemadca nella R. Universiti di Padova. [Pia^x.^ Vittorio 
EmanueU IF, 2^ — Padova (Italia)]. 

RINDI (Scipione) [Lucca (Italia): 29.10.1850] [i3.2.i887][6i], dott in Matemadca; 
prof, nd R. Liceo « Niccol6 Machiavelli » in Lucca. [Via Elisa, 14 — Lucca (Italia)]. 

RIPAMONTI (Sig.na Maria) [Sondrio (Italia): 28.11.1878] [22.5.1904] [328], dotto- 
ressa in Matemadca; insegnante di Matemadca nella R. Scuola Normale Femminile 
«Domina)>, con convitto, di Petralia Sottana. [R. Scuola Normale Femminile — Pe- 
iralia Sottana (Prov. di Palermo) (Italia)]. 

RIUS Y CASAS Gos^) [Barcelona (Espana) : 27.3.1867] [22.5.1904] [329], Doctor 
en Qencias Fisico-Matemidcas ; socio correspondiente de la Real Academia de Qencias 
y Artes de Barcelona; miembro de la Deutsche Mathemadker-Vereinigung ; director 
de la Revista Trimestral de Matemdticas ; Catedrddco Numerario de Anilisis Matemi- 
dco en la Universidad de Zaragoza. [Calk de Sain:(^ de Varanda, 8, barrio de las Aca- 
cias, Torrero — 21arago:^a (Espana)]. 

RONCO (Nino Emilio) [Genova (Italia): 27.1 1.i865][i3.2.i898] [247], ing.; dott. 
in Matemadca ; assistente alia cattedra di Geometria projetdva nella R. University di 
Genova; prof, di IdrauHca e Macchine idrauliche neUa Scuola Superiore Navale di 
Genova. [Via Roma, 10 — Genova (Italia)]. 

R08ANESGakob)[Brody(Galizien) (Oesterreich) : 16.8.1842] [26.3.1905] [389], Geh. 
Reg.-Rat ; Dr. phiL ; Mitglied der Deutschen Mathemadker-Vereinigung ; ord. Professor 
der MathematiK an der Kgl. Universitat Breslau. [Schweidnit^er Stadtgraben 16 b — 
Breslau (Preussen) (Deutschland)]. 

RUDIO (Ferdinand) [Wiesbaden (Preussen^ (Deutschland): 2.8.1 856] [24.4.1898] 
[251], Dr. phil.; Mitglied der Deutschen Mathemadker-Vereinigung; Professor der 
hdheren Mathematik an der Eidgendssischen Polytechnischen Schule zu Zurich. [Pel- 
deggstr. 64 — Ziirich (Schwei^)]. 

RU880 (Giovanni) [Catanzaro (Italia): 1.9.1851] [26.8.1888] [130], prof, di Mate- 
nuttica nell'Iratuto Tecnico pareggiato e nella Scuola Tecnica pareggiata di Catanza- 
^. TKu SiiMlfgro, } — Catanxaro (Italia)]. 

^^'^tigliano (Grosseto) (Italia): 29.1. 185 8] [28.4. 1889] [146], dot- 

tvpftto il 24 luglio 1905. d 
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tore ia Mirrmatka; pro£ nel R. Isdtuto Tecnico « Leonardo da Viiid» di Roma. 
[R. IsHbOo Tecmco — Rpma (ItaUa)]. 

MLVATORE-mHO (Nicola) [Torre Annitnziata (Napofi) (Italia): 12.11.184I] 
[4.12.1887] [85], sodo residente dell'Accadeiiiia Pontaniazu di Napoli ; corri^Kmdente 
deOa Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli; proL ord. di 
Geometria anafitica nella R. University di NapolL [Via Duomo, jy — IJapdU (lUUui)]. 

SANIIIA (Gusuvo) [Napoli (Italia): 1 3. 5. 1875] [25.12.1904] [345I dottore in Ma- 
tematica. [Via CorU d'AppeOo, 7 — Torino (Italia)]. 

SBIIANA (Umbeno) [Pisa (Italia): 2.3.1882J [25.12.1904] [546], dottore in Mate- 
matica; asastente alia cattedra di Analisi infinitesimale neDa R. Un i v er s iti di Pisa. 
[ria Franc€scbi, 4, f p"" -^ Pisa (Italia)]. 

8CHEFFERS rCeore Wilhelm) [Ahendorf (Braunschweig) (Deutschland): 21.1 1.1866] 
[9.2.1902] [307], Dr. phiL; Mitglied der Deutschen Matfaematiker-Vcreinigimg ; Mit- 
arbdter an der Encyklopidie £r MathemaHschen fVissetucbaftem, mit Emscbhus tbrer 
Anwendungen ; ord. Professor der Mathematik an der Technischen Hochschule zu 
Dannsudt. [Wittmamistr. 60 — Darmstadt (Hessen) (Deutschland)]. 

8CNLEGEL (Victor) [Frankfurt ••/o. (Preussen) (Deutschland): 4.3.1843] [1J.5. 1888] 
[119], Dr. ohiL ; Mitflied der Kaiserlichen Leopoldinisch-CaroHnischen DeuBcnen Aka- 
demie der Natwforsoier (Halle^ ; Mitglied der Soci6t^ Math6matique de France ; Mit- 
fl^ed der American Mathematical Society; Mitelied der Deutschen Matfaematiker- 
Vereinigung ; Professor der Mathematik an der KdnigL hdheren Maschinenbauschak 
zu Hagen»/w. [Volmestr. 62 — Hagen*//^ (Preussen) (Deutschland)]. 

8CH0UTE (Pieter Hendrik) [Wormerveer (Pays-Bas) : 21.1.1846] [25.12.1904] [347]. 
ingtoieur ; docteur ks Sciences mathtoatiques ; membre de la Koninklnke Alauiemie 
van Wetenschappen te Amsterdam, de la Hollandsche Maatschappy der Wetensdua>pen 
(Haarlem), de la Bataafech Gexiootsch^ der Proefondervindelijke (Rotterdam^ de la 
Wiskundic; Genootschap (Amsterdam), de la London Mathematical Society, de la So- 
Qttk Math6nutique de France (Paris), de la Deutsche Mathematiker- Vereinigung ; 
membre de la « Conmiission permanente intemationale du Ripertoire BibUographique 
des Sciences Matbimatiques t» ; r^dacteur en chef de la Revue iemestrieUe des Publica- 
tions Mathimaiiques ; r^dacteur du Nieuw Archie/ voor fViskunde ; professeur de G^ 
mtoie k TUniversit^ de Groningue. [ UniversiU — Groningue (Pays-Bas)]. 

8CHUR (Friedrich) [Madejewo (Provinz Posen) (Preussen) (Deutschland^: 27.1.1856] 
[8. 1. 1 905] [350], Dr. phiL; MitffUed der Kaiserlichen Leopoldimsch-Csu-olinischen 
Deutschen Akademie der Naturforscher (Halle) ; Mitglied der Soci^t^ Royale des 
Sciences de Li^ge; Mitglied der Deutschen Mathematiker- Vereinigung ; ord. Professor 
der Geometrie und Graphostatik an der GrossherzogL Technischen Hochschule zu 
Karlsruhe. [Linkenheimerstr. 1/ — Karlsruhe (Baden) (Deutschland)]. 

SCOTT (Charlotte Angas^ [Lincob (Lincohishire) (England) : 8.6.1858] [9.1. 1898] 
[243], D. Sc. (London); Member of the London Mathematical Society ; Member of the 
Edinburgh Mathematical Society ; Member of the American Mathematical Society ; 
Member of the Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; Honorary Member of the Wiskun- 
dig Genootschap (Amsterdam) ; Co-Editor of the American Journal of Ma&ematics ; 
Professor of Mathematics at Bryn Mawr College. [Bryn Mawr College — Bryn Mawr 
(Pa.) (U. S. A)]. 

SEGRE (Corrado) [Saluzzo (Cuneo) (Italia) : 20.8.1863] [27.7.1887] [68], dottore 
in Matematica ; uno dei XL della Societa Italiana delle Scienze (Roma) ; accademico 
residente della Reale Accademia delle Scienze di Torino ; socio nazionale della Reale 
Accademia dei Lincei (Roma) ; socio straniero della Acad^mie Royale des Sciences, 
des Lettres et des Beaux- Arts de Belgique (Bnixelles); membro onorario della Cam- 
bridge Philosophical Society ; socio corrispondente della Physikalisch-medizinische 
Sozietit in Erlangen e del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano); 
membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung; membro deUa «c Commissione in- 
temazionale per la Medagua Gucci a (i9o8)» ; redattore degli Annali di MaUmaHca 
pur a ed applicata; collaboratore della Encyklopddie der Matbematischen IVissenschaften^ 
mit Einschtuss ihrer Anwendungen; prof. ord. di Geometria superiore nella R. UmfCr 
siti di Torino. [Corso Fittorio Emanuele, 8$ — Torino (Italia)]. 
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SETTIMO (Girolamo) Principe di Fitalia [Palermo (Italia): 2.2.1846] [12.2. 1005] 
[375}, gentiluomo di corte di S. M. la Regina Madre; membro della Societi^ Sicinana 
per la Storia Patria (Palermo); socio della Society di Acclimazione e di Agricoltura 
in Sicilia (Palermo) ; rappresentante il fondatore dell'Istituto Agrario Castelnuovo di 
Palermo. [Pia:^a 5. Cecuia, 44 — Palermo (Italia)], 

SEVERI (Francesco^ [Arezzo (Italia): 13.4.1879] [24.2.1 001] [287], dottore in Ma- 
tematica; prof. ord. di Geometria projettiva e descritdva neUa R. Universitii di Parma. 
[R. Universitd^Parfna (Italia)]. 

SIACGI (Francesco) [Roma (Italia): 20.4.1839] [8.1. 1905] [351], don. in Matem.; 
Colonnello d Artiglieria nella Riserva ; deputato di Roma nelle legislature XVI e XVII ; 
senatore del Regno ; uno dei XL deUa Societi^ Italiana deile Scienze (Roma) ; socio 
nazionale della Reale Accademia dei Lined (Roma) ; socio ordinario residente della 
Reale Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli ; socio residente del- 
FAccademia Pontaniana di Napoli ; accademico nazionale non residente della Reale 
Accademia delle Scienze di Torino ; socio corrispondente del Reale Istituto Lombardo 
di Scienze e Lettere (Milano^ e della Reale Accademia delle Scienze dell'Istituto di 
Bologna ; pro£ onorario delfa R. Universiti di Torino ; prof. ord. di Meccanica ra- 
zion^ue e inc. di Meccanica superiore nella R. University di Napoli. [Carso Umher- 
to F, ij^ — Napoli (Italia)], 

SILLA (Ludo) [Teramo (Italia) : 29.8.1872] [25.6.1905] [397], dottore in Mate- 
/ matica; assistente nella R. Scuola d*Applicazione per gl'Ingegneri in Roma. [Via 
della Lupa, 29 — Roma (Italia)], 

SINIGALLIA (Luigi) [Ferrara (Italia): 18^.1864] [26.1. 1902] [306], dottore in Ma- 
tematica. [Via Bettino RicasoH, 2 — Milano (Italia)]. 

SOFIO (Luigi) [Messina (Italia): 22.7.1857] [12.6.1904] [^32], General Manager in 
Italy of the Anglo-Sidlian Sulphur Company Ld. fPiana Giovanni Meli, j^^ Palermo 
(Mia)]. 

SOLER BALSANO (Emanuele) [Palermo (Italia): 29.8. 1867] [3.1. 1892] [179], ing.; 
dottore in Matematica ; sodo corrispondente della Reale Accademia di Scienze, Lettere 
e Belle Arti di Palermo e della Societi di Scienze Naturali ed Economiche di Paler- 
mo ; sodo ordinario della Reale Accademia Peloritana di Messina ; prod straord. di 
Geoidesia teoretica neUa R. University di Messina. [R. Universitd — Messina (Italia)]^ 

SOMIGLIANA (Nob. Carlo) [Como (Italia) : 20.9.1860] [28.1.1804] [109], dottore in 
Matem.; sodo corrispondente della Reale Accademia dei Lined (Roma) ; sodo corri- 
spondente del Reale Istituto Lombardo di Sdenze e Lettere (Milano); prof. ord. di 
risica Matematica nella R. Universiti di Torino. [R. UniversUd — Torino (Italia)]. 

STEPHANOS (C>rparissos) [Zea (Cydades) (Grfcce): "Va)-S-i857] [28.8.1904] [j37> 
docteur en Philosopnie de rUniversit^ d'Ath^nes (1878); docteur ks Sciences de lUni* 
versit^ de Paris (1884) ; membre de la Sod^t^ Philomathique de Paris ; membre cor- 
respondant de la British Assodation for the Advancement of Sdence ; membre de la 
Sod^6 Math6matique de France; membre de la Deutsche Mathematiker-Vereinigung; 
membre de la «(Jonmiission permanente Internationale du Ripertoire Bibliographique 
des Sciences Mathimatiques »; president de TUnion des professeurs grecs ; directeur de 
Tx^ole publique de Commerce d'Athtoes ; professeur de Math6matiques k TUniversit^ 
d'Ath^nes; professeur de Calcul diff(^rentiel et integral i^ Tficole Polytechnique d'A- 
thtees. [Rue de Solon, 20 — Aih^nes (GrUe)]. 

STRAZZERI (Vittorio) [Terranova di Sicilia (Caltanissetu) (Italia): 2.7.1874.3 
[0.6. 1 001] [296], dottore in Matematica; prof, nella R. Scuola Tecnica di Sassari. 
[R. ycuola Tecnica — Sassari (Italia)], 

TA8LIARINI (Rodolfo) [Palermo (Italia): 17.3.1871] [26.3.1899] [272], dottore in 
Matematica; prof, nella R. Scuob Tecnica di Piazza Armerina. £R. Scuola Tecnica — 
PiaT^a Armerma (Prov. di CaUanissetta) (Italia)]. 

TASCHETTI (Giuseppe) [Licata (Girgenti) (Italia): 9.1.1852] [4.4.1886] [42]; prof. 
od R. Gumasio G. B. Vico di Napoli. f 5. Mandato, /o — Napoli (Italia)]. 

C (Oraxio) [Ruvo di Puglia (Bari) (Italia): io.5.i870][8.i2.i90i][300], 
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dottore in Matematica; membro deUa Deutsche Mathefnatilr<»r.V<>r<>fnigiina ; coilabo- 
ratore della EmcyklopddU der Ma&enuOUchen Wissemuhaften, mit Btucobiss ibrer 
Amuendumgen ; pro£ straord. di Meccanica razionale nella R. UniversiU di Genova. 
[R. UmwersiUL — Genova (Italia)]. 

TOFFOLETTI (Carlo) [Venezia (Italia): 12.2.1870] [22.3.1903] [514], dottore in 
Matematica. / Rio ttrrd CaUcunum, 121 — Vent^ (ham)], 

TOJA (Guido) [Rrenze (Italia): 25.4.1870] [10.6.1900] [281], ingemere; membro 
corrispondente dell^Insdtute of Actuaries di Londra ; attuario della K. Commissione 
per la determinazione e lipartizione dei disavanri desli Istituti di Previdenza ferro- 
viari; attuario della Fondiaria-Vtta. [Via PeUiueria, 8 — Ftrem^e (Italia)]. 

TONELLI (Alberto) [Lucca (Italia): 2).i2.i849][4.i2.i887][86], dott. in Matem.; 
corrispondente della Societa di Sdenze NaturaH ed Economiche di Palermo ; membro 
del Consiglio Direttivo del Qrcolo Matematico di Palermo ; rettore della R. University 
di Roma ; prof. ord. di Calcolo infinitesimale ed inc. di AJgebra complementare nella 
RL University di Roma. [Pia^a S. Pirtro in Vincoli, $ — I&ma (Italia)]. 

TORELLI (Gabriele) [Napoli Gtalia) : 26.3.1849] [24.6.1888] [122], dott. in Matem.; 
socio residente dell*Accademia Pontaniana di NapoH; socio ordinario non residente 
della R. Accademia di Sdenze Fisiche e Matematiche di Napoli; sodo attivo delU 
R. Accademia di Sdenze, Lettere e BeUe Arti di Palermo; sodo corr. della Sodetik 
di Sdenze Naturali ed Economiche di Palermo; membro del Consiglio Direttivo del 
Grcolo Matematico di Palermo ; preside della Facolti di Sdenze Fistche, Matematiche 
e Naturali, prof. ord. di Calcolo infinitesimale, ed inc. di Fisica matematica, nella 
R. University di Palermo. [Via Malaspina, 68 ^Palermo (Italia)]. 

TORELLI (Ruggiero) [Napoli (Italia): 7.6. 1884] [26.2. 1905] [3 81], dottore in Ma- 
tematica. [Ijungamo Gambacorti, 2 j ^ Pisa (Italia)]. 

TRAFELLI Q^m^) [Nettuno (Roma) (Italia): 7.6.i88i][iai.i904][3273t <iottorc 
in Matematica. [Nettuno (Prov. di Roma) (Italia)]. 

TRAVERSO (Niccolb) [Savona (Genova) (Italia): 57-i872] [14.2.18^7] [238], dott in 
Matem.; prof, nel R. Liceo « Govone » di Alba. / R. Liceo^AWa (Prov. di Qauo) (Italia)]. 

VACCA (Giovanni) [Genova (ItaKa^: i8.ii.i872][i5.i. 1899] [264], dottore in Ma- 
tematica. [Via Palestro, u — Genova (Italia)]. 

VAILATI (Giovanni) [Crema (Cremona) (Italia): 234.1863] [11.3.18^; 12.3.1905] 
[203], dottore in Matematica ; prof, nel R. Istituto Tecnico « Galileo ualilei » di H- 
renze. [R, Istituto Tecnico ^ Firen^e (Italia)]. 

VALERI (Demetrio) [Codogno (Milano) (Italia): 22.12.1848] [9.7.1893] [194], in- 
segnere ; libero docente di Geomctria projettiva nel R. Istituto Tecnico Superiore di 
Muano ; R. Provveditore agli studi in Piacenza. [Piacen^a (Italia)]. 

VAS8ILIEF (Alexandre) [Kasan (Russie): 5.7.185 3] [22.1. 1809] [265], docteur *$ 
Sdences math^matiques ; membre des Sod^^s Math^matiques de Kharkow, Kiew et 
Moscou ; membre perp6tuel de la Sod^t^ des Amis des Sdences Naturelles, d'Anthropo- 
logie et d'Ethnographie de Moscou ; membre honoraire de b Sod6t^ des Sdences 
Ph)rsiaues et Naturelles de Bordeaux, de Tlnstitut 19 septembre de Lisbonne et de la 
Sod^ti Sdentifique de Nijnii-Novgorod ; membre de la Sod^6 Math^matique de France; 
membre de la Deutsche Mathematiker-Vereinigimg ; prudent de la Sod^^ Phjrsico- 
Math^matiaue de Kasan ; professeur ^m^rite de rUniversit^ Imp^riale de Kasan. [IM- 
versiti ^ hasan (Russie)/. 

VEBLEN rOswald^ [Decoroh (Iowa) (U.S.A.): 24.6. 1880] [14.5 -1905 3 [3?4]f 
B. A. ; Ph. D. (Chicago) ; Member ot the American Mathematical Society ; Associite 
in Mathematics, University of Chicago. / The University — Chicago (lU.) (U. S. A.)]. 

VENERONI (Hmilio) [Milano (Italia) : 5.1 1.1874] [23.6.1901] [297], dott. in MatenL; 
libero docente di (icometria projettiva neUa R. University di Pavia ; pro£ nel R. Isti- 
tuto Tecnico « Leonardo da Vinci » di Alessandria della Paglia. [R. Istituto Tecmco^ 
Alessandria della Panlia (Italia) I. 



^aglia (Italia)] 

VENTURI (Adoifo) [Firenze (Italia): 22.9.1852] [5.2.1888] [96], dott in Blatcm^ 
vice pretidente della Reale Accademia di Sdenze, Lenere e Belle Arti di Palenno; 
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ord. della Societi di Sdenze Natural! ed Economiche di Palermo; socio corrispon- 
dente della Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; prof. ord. di Geodesia teoretica ed inc. 
di Meccanica superiore nella R. UniversiU di Palermo. [Cor so CdUUafimi, 51J — Por 
Urmo (ItaJia)], 

VERDE (Felice) [Genova (Italia) : 30.9.1852] [27.12.1896] [232], ing.; Comandante 
della R. Marina al riposo ; membro della British Astronomical Association QLondra), 
della Royal Society of New South Wales (Sydney) e della Society for the Encoura- 
gement of Arts, Manufactures and Commerce (London). [Via Fa%io, 7 — Spe^ia 
(Prov. di Genova) (Italia)]. 

VERONESE (Giuseppe) [Chioggia (Venezia) (Italia) : 7.5.1854] [ii.3.i888j[i 10], 
dottore in Matematica ; senatore del Regno ; uno dei XL della Society Italiana delle 
Scienze (Roma) ; socio nazionale della Keale Accademia dei Lincei (Roma) ; membro 
effettivo del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti (Venezia) ; aggregato al 
Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (Milano) ; socio corrispondente della 
Reale Accademia delle Scienze di Torino ; socio ordinario della Reale Accademia delle 
Scienze di Padova e dello Ateneo Veneto ; membro straniero della Magyar Tudominyos 
Akad^mia (Budapest) ; membro della Deutsche Mathematiker-Vereinigung ; prof. ord. 
di Geometria analitica ed inc. di Geometria superiore nella R. University di Padova. 
[R, Universitd — Padova (Italia)]. 

VITALI (Giuseppe) [Ravenna (Italia): 26.8.1875J [27.5.1900] [280], dottore in Ma- 
tematica ; pro£ nel R. Liceo « Cristoforo Colombo » di Genova. [R. Liceo Cristoforo 
Colombo — Genova (Italia)]. 

VITERBI (Adolfo) [Mantova (Italia): 27.9.1873] [27.12.1896] [233], dottore in Ma- 
tematica ; ingeenere ; libero docente cli Meccanica razionale ed inc. di Statica gra- 
fica nella R. University di Pavia. [R. Universitd — Pavia (Italia)], 

VIVANTI (Giulioj) [Mantova (Italia): 24. 5. 185 9] [18. 12. 1887] [90], ing.; dottore in 
Matematica ; socio della Reale Accademia Virgiliana di Mantova ; socio ordinario, e vice- 
direttore della classe di Scienze Naturali, Fisiche e Matematiche, della Reale Accademia 
Peloritana di Messina ; prof. ord. di Calcolo infinitesimale ed inc. di Matematiche su- 
periore nella R. University di Messina. [R, Universitd — Messina (Italia)], 

VOLTERRA (Vito) [Ancona (Italia): j.5.i86o][4.i2.i887][87], dottore in Fisica; 
dottore (honoris causa) in Matematica della Universiti di Christiania e dell'Universiti 
di Cambridge ; senatore del Regno ; uno dei XL della Societi Italiana delle Scienze 
(Roma) ; socio nazionale della Reale Accademia dei Lincei (Roma) ; accademico 
nazionale non residente della Reale Accademia delle Scienze di Torino; membro 
corrispondente dell'Institut de France (Acad^mie des Sciences, section de G6om6- 
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SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE 

DI 

GENERE GEOMETRICO ZERO. 

Memoria di Federigo Enriques, in Bologna. 



Aduiunza del 5 marzo 190$. 



La proprieti caratteristica delle superficie algebriche irregolari, che 
ho messa recentemente in luce, mi ha permesso di risolvere il problema 
di determinare tutte le superficie di genere geomttrico p == o e di gtmrt 
aritmciico p^ <Co: 

Le superficie per cui 

Pi = Oy Pa<-^ 

sono riferibili a rigate, 
Le superficie per cui 

P, = Pa = -l 

posseggono un gruppo ellittico di trasforma%ioni hira:^onali in sk, le cui 
traieiiorie formano un fascio ra:(ionale (di curve ellittiche). 

La famiglia piu generale delle superficie con un gruppo ellittico di 
trasformazioni in s6, pu6 essere caratterizzata da una rappresentazione 
parametrica per mezzo di funzioni ellittiche di un parametro ed alge- 
briche di un altro, che 6 stata stabilita dal sig. PAiNLEvt *) ; per riguardo 
a codesta rappresentazione tali superficie si possono designare col nome 
di superficie ellittiche. 

II genere p delle. suddette superficie ellittiche risulta uguale a zero 
allora, e allora solamente, quando il fascio delle curve ellittiche K, tra- 
iettorie del corrispondente gruppo, ^ razionale. La famiglia delle super- 



*) Lifons sur te ' * 4es iquations diffirentUlUs, professc'es k 

Stockholm ea 189 '^ '^286. 
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ficie ellittiche di genere p = o (/>^ = — i) comprende in prlmo luogo 
le rigate ellittiche, ma anche innunierevoli altre classi di supcrficie con- 
tenend un fascio ellittico di curve irrazionali C secanti Ic K in // > i 
puntL 

La costruzione effettiva di queste ultime superficie costituisce un 
problema un po* delicate, che si risolve mediantc le trasformazioni di 
determinante n delle funzioni ellittiche, onde al carattere n conviene il 
nome di determinante delle superficie ellittiche predette. 

Cosl possono assegnarsi tutti i tipi biraiionalmentt distinti di super- 
ficie ellittiche di genere p -= o e determinante w(> i). In sostanza si 
pu6 ridursi al caso in cui n sia un numero primo ; si hanno allora tipi 
corrispondenti alle n -{- i trasformazioni non equivalenti 

Qz=na>, Q' = a)' 

Q = to — rco', U' = iia)' 

(r = 0, I, 2 . . . n — i). 

Per es. alia prima trasformazione corrispondono i tipi : 

Z = t, r=p'(«|a,co') 

/ > 2 , e" = I , z^l 

K<^> *, + *a + • • • + *i = o ("^od «). 

La costruzione dei dpi di superficie ellittiche di determinante n pu6 
anche essere ottenuta in modo algebrico, niediante I'estrazione di un 
radicale f^mo che porta su funzioni razionali dei pund di un ciUndro 
cubico (SS 6, 7). 

Le superficie elUtdche di genere p , = o, e d'ordine m (in S^), am- 
mettono in generale, per r> i, delle superficie r-aggiunte d'ordine 
r(m — 4), <p^(^_^)> le cui sezioni (curve r canoniche) sono invariand ri- 
spetto alle trasformazioni birazionali ; il numero delle ?^(^_^) linearmente 
indipendend cosdtuisce il carattere che si designa col nome di r-gcnere 
e s'indica di solito con P^ (^, = P^ *)• Orbene il calcolo effetrivo dei 
plurigeneri, mostra che, mentre si ha per le rigate 

P, = P. = P,==---=o, 



•) Cfr. Enriques, Introduiione alia Geometria sopra le superficie al^ebriche [Memo- 
ric ddla Sodeti luliana delle Sdenze (dei XL), s. Ill, t X (1896), pp. 1-81], $ 39. 
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si ha sempre 

per le superficie ellittiche non riferibili a rigate. 
Dunque 

sono le condizioni perchfe una superficie sia riferibile ad una rigata ir- 
razionale (di genere — p J. 

Ricordiamo ora che le superficie per cui 

sono razioiiali, cio6 riferibili a rigate di genere zero *), e noriamo che 
le condizioni P^ = o e P^ =z o portano evidentemente P, = o, p^^ o. 

Ne deduciamo il teorema : 

Le condi:^ioni percht una superficie possa irasformarsi in mm rigata 

(ra:^ionale o no) si esprimono semplicemente annullando il quadrigenere ed 

il sestigenert : 

P, = P. = o. 

In altri termini si hanno cosi le condizioni percht Vequa^ione alge- 
brica 

f(xy yy i) = o 

possa Irasformarsi in un'altra del tipo 

9(x, r) = o, 

dove t eliminata una variabile. 

Questo resultato era inaspettato. II sig. Castelnuovo ed io, in fine 
alia nostra comune memoria degli Annali di Matematica 1 900, avevamo 
incontrato la questione a se Tannullarsi dei plurigeneri di una superficie 
porti di necessity che essa sia riferibile ad una rigata », ma alcuni esempii, 
(S 9) ^^^ credevamo di potere generalizzare, in piu sensi diversi, ci ave- 
vano indotto a prevedere la possibiliti di superficie (non rigate) in cui 
tutti i plurigeneri fossero nuUi fino ad un ordine arbitrariamente alto. 

Si- 
Superficie per cui />^ = o, />^ < — i . 

Una superficie (irregolare) per cui il genere aritmetico fe mferiore 



•) Castelnuovo, Suite superficie di genere lero [Memorie della Sodeti 
ddle Sdenzc (dei XL), s. Ill, L X (1896), pp. 103-123]. 
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al genere geometrico, 

possiede sempre sistemi continui di curve di un dato ordine, non ap- 
partenenti ad un medesimo sistema lineare. Quando p = o, partendo 
da un tale sistema si pu6 costruire un fasdo irrazionale, mediante un 
procedimento indicate dal sig. Castblnuovo. 
Cosl « ogni superfide per cui 

/>, = o, P.^-i 
possiede un fascio irrazionale di curve » *). 

Sia ora F una superficie di genere geometrico 

Ps = ^* 
e di genere numerico 

contenente un fascio irrazionale di curve C di genere 

w ^ I. 

n genere lineare di F d 

e, indicando con ^ ( ^ o) il numero delle curve C dotate di un punto 
doppio, con p (> o) il genere del fascio, si ha la relazione ***) 

^ + 4(P - 0(^ —0=13 — I2p—p^'\ 
Da questa (essendo ^ ^ i) si ricava 

AjZ 13 — I2p — p^'\ 
quindi 

13 — i2p—p^'^^o; 

e poichi p ^ i, />*'^^i, 

A = o, p=i, p<'> = i. 

Pertanto Hpotesi p > i, porta di conseguenza 

^^ w = o , 

dal che si deduce **^: 

Ogni superficie per cui 

P, = Oy P. = — /><- I, 
t riferibile ad una rigata di genere p. 



*) ENRIQ.UES, Atti dell'Accadetnia di Bologna, 11 Die. 1904. 
**) Castelnuovo e Enriques, Sopra alcune questioni fondamentali ndla Uoria 
deJle superficie algebriche [Annali di Matcmatica, s. Ill, t. VI (1901), pp. 165-225], n° 20. 
1. c, n° 6. 

*) ENRIQ.UES, Sopra Je superficie algebriche che contengono un fascio di curve 
raxiondli [Mathem. Annalen, LII (1899), pp. 449-456]. 
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s ^• 

Superficie con tin fascio ellittico dl curve di genere 

w > I : p^ = o, p. = — I. 

Supponiamo ora 

w ^ I. 
Sariy come d detto innanzi, 

A = O, p, = O, /). = -/> = — !, p^'^ = I. 

Nodamo subito che, essendo 

il genere del fascio (irrazionale) delle C varri 

Disdnguiamo i due casi : w > i, w = i. 
i^ ca5o. Sia w > I. 

Ogni curva C ammette un sistema lineare 2° aggiunto \C"\y di 
dimensione (almeno) 

il quale sega sopra la curva C una serie ^^^_^ contenuta nella serie bi- 
canonica gj*lj. 

Consideriamo la serie segata da \C\ sopra un'altra curva qualun- 
que Cy appartenente al fascio irrazionale delle C. 

Dico che essa d sempre contenuta nella serie bicanonica di C. 

Iniatd, per la propriety fondamentale dei sistemi aggiund, si ha : 

|C"| = |C'4.c~C|, 

ed il fascio irrazionale delle C £ privo di pund base, onde IC-f" ^1 ^ 
quindi anche \C" -\- C — C|, sega su C una g^^_^ contenuta nella serie 
(bicanonica) segata da \C\. 

Ci6 postOy teniamo fissa la curva C, e facciamo variare nel fascio 
la Cy e con essa il sistema \0'\. 

Si possono fare due ipotesi: 



*) Severi, Osservaxioni sui sistemi continui di curve appartenenti ad una super- 
fide algehrica [Atti Accademia Torino, vol XXXIX (1904), pp. 490-506]. 
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i) o (per ogoi posizione generica di C) \0'\ scga su Cla serie bi- 
canonica completa; 

2) o la serie segata da \0'\ su C e sempre incompleta. 

Nella seconda ipote^ esiste, qualimque sia C, almeno una curva 

\C" - Q , 

di genere 3p*'^ — 2=1 ^) e grado o, la quale genera un sistema con- 
dnuo non lineare, contenente il sistema bicanonico \C" — C|. A sifiatto 
sistema condnuo sl pu6 dare il nome di parahicanamco. 

Ora le infinite curve parabicanoniche non equivalenti, o le loro 
parti irriducibili se esse si spezzano, formeranno suUa superfide F un 
fascio irra:^onak di curve ellittiche K. Quindi la superficie t\ contenente 
due fasd irrazionali di curve C e K, avri il genere 

Ma ci6 contraddice alle supposizioni da cui aamo partiti. 

Esaminiamo la prima ipotesi : per c^ni posizione generica di C en- 
tro il fascio, \C"\ s^a su C la serie bicanonica completa g^^- 

In tale ipotesi per un gruppo generico C^^.^ della serie suddetta 
passano 00' curve C"y e perci6 si trova almeno una curva spezzata 

C" = C 4- K, 

dove la K (di genere i e grado o) ^ una curva parabicanonica. 

Quante saranno le curve parabicanoniche che cosi vengono co- 
struite? 

La serie cliiitica 00' delle C" per il gruppo G^»_^f non pud essere 
un fascio, perche possiede delle traiettorie razionali costituite dai punti 
base, del gruppo suddetto; essa avri dunque un certo indice v ]> i. 
Per un punto generico della superficie F passano v curve C", della 
nominata serie, fra loro disdnte; soltanto per un punto della curva ;^, 
inviluppo delle C", due (akneno) di queste C" diventano infinitamente 
vicine. 

Ora se si prende un punto generico di C, si avranno per esso v 
C" spezzate in C ed in una curva parabicanonica; queste v curve saranno 
distinte o no? 

Ci potremmo esimere dal discutere tale questione ritenendo soltanto 
il fatto che esistono almeno due curve parabicanoniche, distinte o infi- 



*) Ci6 risulta io accordo coU'osservazione fatu che deve essere p ^ i. 
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nitamente vicine, ed osservando come ravverarsi di quest*ultima ipotesi 
non infinni il seguito del nostro ragionamento. 

Ma, poichd Tipotesi stessa risulta a posteriori impossibile, vale forse 
la peaa di vederne subito la ragione : la C non puo far parte della 
curva y, inviluppo della C. 

Per dimostrare Tasserto, si cerchi anzitutto il numero delle inter- * 
sezioni di x con una C generica ; si tratta perciC) di determinare quanti 
sono i gruppi G^^_^ dotati di un punto doppio, in una serie ellittica 
00* d'indice v, contenuta nella ^|JJl^ bicanonica. Mediante la rapprcsen- 
tazione di C con una curva d'ordine 47c — 4 in S^^_^y si trova facil- 
mente che il numero cercato d 

2v(4i^ — 4). 

Si cerchino quindi le moltepliciti di x ^^^ pund del gruppo base 
G^^_^ su C; preso uno di questi punti A^ ogni tangente generica per 
A determina v curve C" della nostra serie, sicchd (la serie essendo el- 
Uttica) si avranno, per -^, 2v tangenti della curva inviluppo y, Dunque 
i punti del gruppo base G^^_^ sono 2v-pli per la }^. Se ora la C facesse 
parte di ^ • 

X = c + x,» 

X, avrebbe nei 4^ — 4 punti suddetti una molteplicitA inferiore a 2v, 
quindi incontrerebbe C in meno che 

2v(4^ — 4) 
punti ; ma cio 6 assurdo perchd una qualunque C ha appunto 2 v (4 7: — 4) 

intersezioni con x> c zero intersezioni con C, 

Riteniamo dunque la conclusione : sopra la superficie F esistono 
V > I curve parabicanoniche distinte, di genere i e grado o ; 

Consideriamo due curve siflFatte if,, K^. 

Esse determinano sopra ogni C, due gruppi (bicanonici) equivalenti 
e qumdi una g\^_,^' 

Consideriamo i gruppi, G^,r_^, delle 00' g\j^_^ cosi costruite come 
elementi a punii », di una varieti doppiamente infinita « superficie » 9. 

La 9 si potri riguar dare come una rigata, multipla secondo 47c — 4, 
su cui la F viene rappresentata, per modo che alle K^ , K^ corrispondono 
due curve direttrid K[y K[. 

Potremo anzi supporre la <p proiettivamente determinata, in gui^** 
che essa sia d'ordine pari 2 m, normale in un 5^,^, , e che le K[ 
abbiano Tordine w, appartenendo rispett. a due S,^, indipendentL 
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G>struiamo ora, su 9, la curva di diramazione 0'; essa e rimma- 
gine della curva 0, luogo di coinddenze delle serie f ^«_^ • La 6' non ha 
punti comuni coUe K[ , K'^ , perchfe sulle curve ellittiche if , , if, , le in- 
voluzioni ellicdche Y4ir-4 » ^ ^^ g^^PP^ corrispoDdono rispett ai punti di 
K[y K'^f sono prive di coinddenze. 

Di qui- si deduce in primo luogo che la 6' d di genere i, e si 
compone quindi di curve ellittiche irridudbili, senza punti comunL Basta 
perd6 applicare la formula fondamentale del sig. Segre *), per la quale, 
designando con v Tor dine di 0', con x il suo genere (virtuale), con k 
il numero delle sue interse^oni colle generatrid di f , si ha : 

(k — i)v — X = -^ ^2m — I . 

Infacti, si mandi un iperpiano per K^^ che avri comuni con 9 m 

generatrid; poichd 0' non incontra K[^ questo iperpiano intersecheri 

6' in 

V = mk 
punti, e quindi si avri 

(k — i)km — X = (Jk — i)km — i 
ed 

X = I. 

Si consideri ora una parte irridudbile di 6', secante le generatrid 
in un certo numero di punti J ^ i . Questa curva, L\ appardene ad 
un fasdo di curve ellittiche, t-secanti le generatrid di 9, in cui sono 
contenute le K[ , K'^ conute i volte ; il suddetto fasdo si costruisce tra- 
sformando L' colle 00' omografie di 5,,^, , aventi come spazio di pund 
unid i due S^_, determinati rispett. da K[y K^ **). 

Ora le 00* curve L\ come quella di partenza, non avranno pund 
comuni colla curva di diramazione 6', sicchd ad esse corrisponderanno 
sulla superficie F delle curve L, di genere i ; le L comporranno un 
fascio, determinato dalle due curve parabicanoniche K^^ iC, , contate t 
volte. Tuttavia le curve L potranno spezzarsi in pard ellittiche, e si po- 
tri quindi avere su F un fasdo rai^nalt irra^ionaU di curve ellitdche 



*) Intorno alia geonutria su una rigata algebrica; Sulle varUtd algekricbe composU 
di una serU sempliccmenU infinita di spa\i [Rend. Ace Lined, voL III, 2^ sem. 1887, 
pp. 3-6 ; pp. 1 49-1 5 3J e Ruber ches gintralts sur Us courhes it Us surfaces riglUs algi^ 
hriques, 11* Partie [Math. Annalen, XXXIV (1889), pp. 1-25J, n** i. 

**) Cfr. Segre, Ricerche sulle rigaU ellittiche di qualunque ordins [Atti Ace To- 
rino, vol. XXI (i886)J (passim e in particolare il n® 19). 
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irriducibili ; ma l*ipotesi che il fascio sia irrazionale porta p ]> o, con- 
traddicendo alle nostre supposizioni fondamentali. 

Se poi le L formano un fascio razionale esse debbono segare le C 
(di genere w ]> i) in n > i punti. 

S3. 

Superficle con un fascio ellittico di curve ellittiche: 

2^ Caso. — Sia w = I. 

Abbiamo dunque una superficie con un fascio ellittico di curve el- 
littiche C, per cui 

^ = 0, /),= -/) = - I, p^'^ = i, 

A = 0. 

Consideriamo il discriminante della curva C, variabile nel fascio, 
come funzione razionale dell'elemento (C) di una varietA ellittica oo' (il 
fascio). II numero degli zeri (e dei poli) di questa funzione i precisa- 
mente A = o, quindi il discriminante stesso & costante, ciod : le curve 
ellittiche C hanno tutte lo stesso modulo. 

Le C sono dunque trasformabili birazionalniente Tuna neiraltra, ma 
per determinare una corrispondenza fra due date C occorreri in gene- 
rale eseguire delle operazjoni irra^ionali, 

Soltanto un numero finito di corrispondenze fra due C, potr4, nel 
suo insieme, essere determinato ruT^ionalmente come segue : 

Suppongasi p. es. che le curve C sieno d'ordine m = 3. 

Due cubiche di ugual modulo sono sempre proiettive, e (lasciando 
da parte il caso particolare delle curve armoniche ed equianarmoniche) 
vi sono 18 proiettiviti che trasformano Tuna cubica nell'altra, corrispon- 
denti al gruppo delle 18 proiettiviti che lasciano invariata ciascuna delle 
due cubiche ed i suoi 9 flessi. 

Similmente due curve ellittiche normali, di ugual modulo, sono 
sempre proiettive, e cid in 2 m* modi, se m d I'ordine delle curve (sup- 
poste non armoniche nt equianarmoniche). 

Date dunque due C, di cui si designi I'ordine con m 
minato razionalmente il gruppo delle 2 m* trasformazin 

Rmd. Ore. UmUm. P»Urmo, t. XX (190$). — SumpAto U f OMgglc 
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esse, che nascono dalle proietdviti tra le curve normali corrispondend, 
di cui le C sono proiezioni. 

Questo enunciate esige solo una lieve modificazione nei casi armo- 
Dico ed equianarmonico : nel i° caso suUe C pu6 detemiinarsi razional- 
mente una g^ (corrispondente al quadrate della trasformazione ciclica 
del 4** ordine) e si hanno in rapporto a queste 8 corrispondenze fra 
due C; nel 2° caso i data su ogni C una ^^ ciclica, e si ha razional- 
mente un gruppo di i8 trasformazioni di due C una nell'altra. 

Q6 posto si fissi nel fascio una curva C, e si considerino le 2 m^ 
(o 8 o i8) corrispondenze tra di essa ed una C variabile. I punti omo- 
loghi di un punto generico di C, descriveranno una curva secante le C 
in 2w' (o risp. in 8 o i8) punti. Si otterranno similmente oo' curve 
componenti un fascio razionale. 

Queste curve potranno essere spezzate ; b tal caso le loro compo- 
nenti irriducibili K cosdtuiranno un fascio che potri essere razionale o 
irrazionale; ma, nella seconda ipotesi, il genere della superficie F ri- 
sulta 

Ora dunque se, come supponiamo, p = o, le curve irriducibili K^ 
secand le C in un certo numero «(}> i) di pund, cosdtuiranno un fa- 
scio razionale. 

Una curva generica Ky condene una involuzione ellitdca yi deter- 
minata dal fascio delle C; se questa yi non ha coincidenze la A' e el- 
litdca. 

Se invece ci sono delle coincidenze, queste (in numero di 2 6 — 2) 
cosdtuiscono un gruppo canonico della curva K *) (la quale c allora di 
genere 6). D'altra parte la K non pu6 avere delle coincidenze sopra una 
C generica, ma soltanto sopra una C che si riduce ad una curva ellitdca 
contata due o piu volte. 

Si trova dunque una curva di genere i (composta di pard di curve 
C), la quale sega sopra ogni K un gruppo canonico. 

n caso che veniamo cosi ad incontrare d eflfetdvamente possibile, 
ma soltanto per p > o. Invero 6 facile persuadersi che la curva X, 
costruita innanzi, h una curva canonica della superficie F. 



•) Cfr. Castelnuovo, Alcune osservaiioni sopra le s$rie irra^^ionali di gruppi di 
punti apparUfunti ad una curva algebrica [Reud. Ace Lined, vol. Vll, 2° sem. 1891, 
pp. 294-299]- 
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A tal fine basta immaginare la F proietdvamente trasformata in una 
superficie di 5^ (con singolaritd ordinarie) suUa quale le curve K sieno 
sezioni dei piani per una retta a, Designiamo infatd con r Tordine delle 
K, con i la moltepliciti di a per F. 

In ogni piano per a si costruisca la curva d'ordine r — 3 aggiunta 
alia Ky determinata dal gruppo sezione di X; il luogo di tali curve £ una 
superficie <Py^.,_j di un certo ordine r -j- ^ — 3> 1^ quale passa per la 
curva doppia di f , e conriene la retta i-pla a come 5-pla. Ma tenendo 
conto che il genere deUa curva sezione X vale i, si conclude 

5 = i — I ; 

perci6 la 9^^,_j =: <p^^i_^ ^ una superficie aggiunta ad F e la X fe una 
curva canonica (j> ]> o). 

Concludiamo pertanto, che nel caso p^ = o \t K sono ellittiche, cio6 : 

Sc una superficie algehrica per cut 

Pg = Oy Pa= — ^y 
conliene un fascio irraxionale (ellittico) di curve ellittiche C, essa contiene 
altresi un fascio raj^onale di curve ellittiche Ky secanti le prime in un certo 
nunuro « ( > i ) di punii. 

Conclusione relativa alle superficie per cui /> = o, p^ = — i : 
gruppo ellittico di trasformazioni ad esse inerente. 

Confrontando i resultati ottenuti nei due casi tu }> i, w = i, e 
completandoli con ci6 che si sd pel caso -7^ = 0, avremo il teorema : 
Ogni superficie algehrica F per cui 

Pg = o, />. = — ! 
contiene 

1) un fascio ellittico di curve C, di genere ^ ^ o; 

2) e un fascio raT^ionale di curve ellittiche K, secanti le prime in un 
certo numero w ^ i di punti. 

Si puo aggiungere che le curve ellittiche K hanno tutte lo stesso mo- 
dulo, poichfe a questa conseguenza si d tratti dall'essere /)^'^= i, col ragio- 
namento, che abbiamo applicato al fascio delle C nell'ipotesi 77 = i, in 
principio al § 3. • 

Consideriamo ora una K generica del fascio alia quale appartiene un 
integrale ellittico di i^ specie U. 
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Le trasformazioni di i* specie, t/' = (J -\- a, che essa ammette in 
sd medesima, formano una varied ellitdca di elemend (birazionalroente 
identica alia /Q, sopra la quale & raxionalmente data, in funzione del coeffi- 
ciend delle equazioni di Ky un punto, corrispondente alia trasformazionc 
idendca. 

Esclusi i valori pardcolari del modulo di K^ che corrispondono al 
caso armonico ed equianarmonico, possiamo dunque rappresentare razio 
nalmente le « trasformazioni » di iif sui « punn » di una cubica L : 

^ = P(^)> y = ±P'(^), 

coUa sola ambiguid proveniente dal doppio segno di a ; si hanno dot 

per ogni K due rappresentazioni birazionali del corrispondente gruppo di 

trasformazioni sopra la cubica L, ciascuna di esse deducendosi dall'altra 

co^ invertire le trasformazioni ; i due pund omologhi di una trasforma- 

zione su L sono coniugad in una g\ (trasformazione di 2* specie) che ha 

come punto doppio 

a ^ o. 

Emerge da ci6 che « dato un fascio di curve ellittiche K collo stesso 
modulo (esclusi i casi armonico ed equianarmonico), ad ogni trasforma* 
zione di i* specie di una K vengono razionalmente coordinate due tra- 
sformazioni. Tuna inversa dell*altra, sopra ogni altra K\ la separazione 
di queste richiede in generale un'irrazionaliti quadradca, che porta sopra 
il parametro da cui le K dipendono ». Ora dico che « questa irrazionalitil 
quadratica si deve considerare come aggiunia al campo di razionaliti 
determinato dai coefficiend di due Ky allorch6 e data una corrispondenza 
biunivoca tra due involuzioni ellitdche y^, sulle due /?». 

Fissiamo infatti sopra le due Ky due gruppi omologhi 

G , G' 

delle involuzioni sudette, e consideriamo sulla prima K una trasformazione 
di I* specie generica 

e la sua inversa 

le due trasformazioni mutano il G^ in due gruppi diversi della y* , a cui 
corrispondono due gruppi razionalmente disdnti della y^ sulla seconda 
Ky i quali sono omologhi di G^ in due trasformazioni di i* specie Tuna 
inversa deH'altra; queste due trasformazioni della seconda Ky riescono 
cosl razionalmente coordinate a quelle della prioia. 
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Osserviamo ora che la corrispondenza, supposta data fra le invo- 
luzioni Yn ^^ ^"^ ^9 pennette di coordinare razionalmente le trasformazioni 
di I* specie dell'una curva a quelle deiraltra, anche nei casi armonico 
ed equianannonico, esdusi dalle precedenti considerazioni ; invero, quan- 
tunque llrrazionalid di cui ora si tratta non sia piCi quadradca (ma di- 
penda da radicali quadratici e cubici) si pu6 ripetere lo stesso ragiona- 
mento, basandosi sul fatto che una y^ ellittica di una curva ellittica non 
^ pud avere i suoi gruppi composd di quelli della involuzione ciclica ra- 
Xionak ^J o ^J, che appartiene alia curva armonica o rispett. equianar- 
monica. Ci6 posto, ricordiamo che sopra la nostra superficie F si ha un 
fascio ellittico di curve C, che sega su due K qualunque rispett. due 
involuzioni y* riferite biunivocamente tra loro ; ne deduciamo che « le 
trasformazioni di i* specie di due K qualunque riescono tra loro razional- 
mente coordinate, per modo che si hanno oo' trasformazioni birazionali 
della superficie F in sfe stessa, componenti un gruppo continuo (permu- 
tabile), di cui le jRT sono le trajettorie ». 

Concludiamo pertanto : 

Ogni superficie algebrica F per cui 

Pg = o, p, = - I, 
ammetie un gruppo algebrico continuo oo' di trasformazioni biraj^ionali in 
st stessa, che ha come iraiettorie le curve ellittiche di un fascio rationale. 
II teorema t invertibile, come vedremo piu tardi. Intanto si ha: 
Ogni superficie coti un gruppo oo' G di trasforma^^ioni biraTJonali, che 
ha come traiettorie le curve ellittiche K di un fascio (rationale o nbj, contiene 
un secondo fascio ellittico di curve C (w-secanti le K)y le quali avranno 
naturahnente gli stessi moduli. 

La cosa si dimostra coll'analisi del § 3» tenendo conto del coordi- 
namento razionale delle trasformazioni di i* specie tra due K qualunque. 
Ma piCi rapidamente si perviene alio scopo per via trascendente, seguendo 
la via indicata dal sig. Painlev^ nelle sue Lezioni di Stockholm (op. c). 
Invero, si consideri la varieti ellittica oo' che ha come elementi le « tra- 
sformazioni » del nostro gruppo ; e sia u Tintegrale di i* specie che le 
appartiene, di cui si designino i periodi con co, &>'. Sari u un integrale 
di PiCARD di I* specie della superficie F. Costruiamo quindi le funzioni 
dlittiche di Weierstrass 

p(w|co, to'), P'(w|w, co'); 

quesce risulteranno funzioni razionali dei punti di F, onde le curve C: 
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u == cost., 

saranno algebriche, dando luogo cosl al fascio ellittico di cui discorre 
I'enunciato. 

Se il fascio delle curve Ky trajettorie del gruppo G i irrazionale, il 
genere della superficie vale 

vedremo poi che, quando il fascio sudetto £ razionale, risulta sempre 

/>, = o (e ;>. = — I). 

Rappresentazione parametrica di Painlev^: 

questioni d'esistenza. 

Le superficie con un gruppo ellittico oo' di crasformazioai birazionali 
in sk stesse, sono state messe in luce da 11a profonda analisi cui il sig. Pi- 
card ha sottoposto il problema generale dei gruppi continui algebrid. 
II sig. Painlev^, proseguendo lo studio di quelle superficie nelle sue 
classiche Lezioni citate, t pervenuto ad una rappresentazione parametrica 
caratteristica, la quale in sostanza esprime Tesistenza dei due fasci di curve 
C e K sulla superficie. 

Si designi con 

u= jPdX+ QdY 

Tintegrale ellittico di i' specie, dotato dei periodi a>, co', che appardene 

al fascio delle C; esso costituisce un integrate di Picard di i* specie 

della superficie, riprendente lo stesso valore nei punti di ogni C. 

Si costruisca quindi una funzione razionale v{XY Z), la quale ri- 

prenda lo stesso valore nei punti di ogni curva ellittica K (traiettoria del 

gruppo) ; Tequazione 

V = cost. 

rappresenteri una o piii curve K\ la prima ipotesi porta che il fascio 
delle K sia razionale, e viceversa pu6 ritenersi soddisfatta in questo caso 
(Teorema di LOroth). 

Cerchiamo ora di esprimere le coordinate XY Z dei pund ddk 
perficie 

f(xyz) = o, 

per mezzo dei parametri u t v. 
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Sopra una curva C, dove u = cost., le X, Y, Z, saranno funzioni 
algebriche di v, doi fuozioni razionali di v, w \ega.ie da un'equazione 
algebrica 

f(yw) = o; 

e, accome le curve C (trasformate I'una dell'altra) soiio btrazionalmente 
idencichc, si pu6 supporre cbe i coefficieiiti di / non dipendano da u. 
Consideriatno uua curva K, su cui 

v(XYZ) = cost., 
F{XYZ) = o, 
ed il suo integrale ellinico di i* specie 



U= U{XYZ)dX, 



cbe avri certi periodi Q, Q'; le X YZ sono, su K, funzioni razionali di 

p{y|QO'), p\u). 

Ora rintegrale di Picard «, 6 un integrale di i" specie sulk curva, 
K\ 51 avri quindi 

ove u, b, c, d sono numeri interi tali che il determiaante 

ad'-bc = n^i. 
E sari 

p(t;|OU') = p(» + Iw 4- (ic'law -f ba', ca + d<»'), 
p'(WUQ') = p'(tt + iM -I- [iw'law + iw', cw + dw'), 
dove > e [1. sono numeri interi. 

Pertanto le coordinate XYZ dei punti delta superficie F si esprime- 
ranna come fun^oni ra:(ionali di 

p(» + l« + |»»>» + t<.', c» + d«.'), p', 
e di V, w legate dall'equai^one 

/(««-) = o, 
dove ^ otteranao n punti (XYZ) distmti, in corrispondenza alle 
n(j^ ad ^ be) coppie di valori \, y., pi;r cui 

assume valori incongrui rispeiut ii 

du -\- ht»*f cm -|- d*» 
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Questa i in sostanza la rappresentazione parametrica del sig. Paik- 
LEvfe *), la quale rappresenta:^iotie e caratteristica per It superficie con un 
gruppo ellittico di irasforma^ioni birai^ionali in st ; infatti se XYZ si 
esprimono nel modo anzidetto, si ha il gruppo di trasformazioni 

v' = t;, tu' =: tUy ji' = tt -j- cost. 

Avuto riguardo a ci6 le superficie con un gruppo ellittico di trasformazioni 

birazionali in s^, possono designarsi col nome di superficie dlittichc, di 

determinanie n =^ ad — he. 

Panendo dalla rappresenuzione di Painlev^ delle superficie ellittichey 

si potranno ora costruire eflfettivamente queste superficie in corrispondenza 

ad un determinante n = ad — be dato ad arbitrio, e non vi ha dubbio 

che I'illustre geometra abbia scorto tale possibility. Per6 occorre fermare 

I'attenzione sopra una circostanTji delicata : se si prende ad arbitrio un'e- 

quazione 

f(vw) = o, 

tre funzioni razionali X, Y, Z di 

non dinno in generale, per 

ad — tc > I, 

una superficie irriducibile F, ma Tinsieme di n = ad — be superficie 
corrispondenti alle n coppie X, ^l per cui 

Xw -[■ K"^' 
assume valori incongrui rispetto ad 

Affinch^ la superficie F^ costruita nel modo anzidetto, non si spezzi, 

bisogna che Tequazione 

f(v tf ) = o 

sia bpportunaniente coordinata all'equazione che lega la 

jf(u\a(a -}- io)', c(a + ^"') 
alia 

Noi esamineremo in particolare come tale coordinamento si faccia 
nel caso in cui le traiettorie elUttiche K formano un fascio razionale, 



•) Op. dt, pag. 285. 
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awertendo che queste considerazioni potrebbero facilmente estendersi al 
caso in cui le K formino un fascio irrazionale. Cosl non soltanto risol- 
vcremo la qutsiiont d'tsisitn'^a delle superficie F, in corrispondenza ad 
ogni determinante n ^ i, ma ne assegneremo i dpi irridudbili. 

I tipl delle superficie ellittiche di genere p^ = o. 
Caso in cui 11 determinante h un numero primo. 

Q proponiamo dunque di « costruire effettivamente tutte le super- 
ficie ellittiche F, per cui le traiettorie del corrispondente gruppo formano 
un fascio razionale, assegnandone i dpi irriducibili ». 

Suppongasi data una superficie F, 

Fissiamo la nostra attenzione sui due fasci di curve C, K piu volte 
considerati su di essa, e designamo ancora con » il numero delle inter- 
sezioni di una C e di una K (deierminanie di F). 

Consideriamo un cilindro ellitdco 

le cui generatrici sieno coordinate alle curve C (componenti un fascio 
ellitdco cogli invarianti g^ , g^) ; facciamo inoltre corrispondere le curve 
K alle sezioni plane 

;^ = cost. 

del cilindro suddetto. Si otterri cosi una rappresenia:^one della superficie 
F sopra il cilindro ellittico <p contato n volte, per mode che la curva di 
diramaxione di <p (non intersecante le ;( ^ cost.) sari composta di un 
urio numero di ses^ioni piane 

EMamoci ora il cilindro fi-plo 9 e proponiamoci di costruire le su- 
perficie F su di esso rappresentate. 
Possiamo supporre^ non soltanto 

n> I, 
ma ancbe 

altrimend la F condene un hsdo di curve razionali (C) e si laada 
sformare in un (nuovo) cilindro ellittico. Di piu supporremo chr 

Rmi, Ckt. MmUm, Fmhrm; t. XX (190s). — Sumpato il 5 mft^o 190$. 
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pari, se If = 2, escludendo (come i lecito) che la sezione di f col piano 
all'infinico, faccia parte della curva di diramazione. 

Volendo che da questa ricerca scaturiscano tutti i tipi delle F, os- 
serviamo anzitutto che : due superficie ellitcicbe F, F' saranno birazio- 
nalmente idendche, se due curve C c K di F abbiano gli stessi moduli 
rispett. di una C e di una K di F\ 

Infatti le F, F' risulteranno riferite tra loro, punto per punto, quando : 

i) i pund di una C di F sieno coordinad ai pund di una C di F'; 

2) ad ogni trasformazione del gruppo 00' G di F si faccia corn- 
spondere una trasformazione del gruppo G' di F'^ per modo che le 
trasformazioni idendche si corrispondono ; questo riferimento, per iso- 
morfismo, dei due gruppi d possibile, perch^ risulta determinato da una 
corrispondenza biunivoca posu fra le due curve ellitdche K (traiettorie 
di G, G'). 

Ora consideriamOy sopra una superficie F, I'involuzione /^ dei gruppi 
di n pund (intersezioni delle curve C, K) che corrispondono ai pund del 
cilindro n-plo <p ; sia 

un gruppo generico di /^. 

Facendo corrispondere A^ ad A^ si otdene, entro il gruppo G, una 
trasformazione ciclica (A^A^) della F in s^ stessa, che lascia invariate 
le C, /r e quindi tutd i gruppi di 1^ . 

Ma, poiche Tindero gruppo G ^ permutabile, anche il sottogruppo 
finito delle trasformazioni (^A^A^ sari abcUano, In parricolare dunque, 
per ogni curva C, si avri un gruppo abeliano di n trasformazioni della 
C in s6 stessa, che scambiano tra loro gli n punti intersezioni di C con 
una K qualunque. 

Ci6 posto la costruzione delle superficie F, rappresentata sul cilin- 

dro fi-plo <p colla curva di diramazione {x — ^i)(^ — ^a) • • • (^ — ^i) = o> 
si riconduce a costruire : 

i) Una curva irriducibile C, rappresentata sopra una genera trice 
n-pla di <p (coi pund di diramazione assegnad ;( = ^ ^ , ... ;^ = j^) per 
modo che gli n pund omologhi ad un punto della generatrice dipendano 
razionalmente dalle radici di un'equazione abeUana d'ordine n ; cio^ 
una funzione algebrica del punto x, ^^11^ generatrice suddetta, i cui rami 
si permudno circolarmente quando, nel piano della variabile complessa 
;(, si ii un giro attorno ai pund di diramazione 
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2) Una curva ellitdca K, rappresentata sopra la cubica piana n-pla 

senza pund di diramazione. 

EM K siffatte ve ne sono di irriducibili e di riducibili (almeno una 
composta di n curve in corrispondenza biunivoca con 9) ; ma Tipotesi 
della riducibiliti conduce alle superficie ellitdche, su cui le traiettorie del 
gruppo di trasformazioni formano un fascio irrazionale (/> > o), po- 
tendosi ritenere esclusa se il fascio delle K h razionale. 

Costruite le curve C t K (che sono definite a meno di trasforma- 
zioni birazionali) vedremo come sia possibile di scegliere per esse una 
rappresentazione analitica tale da ottenere, per combinazione opportuna, 
una superficie F irriducibile, cui le due curve appartengano. 

Volendo risolvere effettivamente il problema proposto, supporremo 
dapprima, per sempliciti, che il determinante n sia un numero primo. II 
caso in cui n sia un numero composto, si ridurri poi al precedente. 

i) Co$tru%ionc della curva C, 

Si tratta di determinare la pit generale funzione algebrica X(X) i cui 
n rami X^X^ ... X^ , vengano permutati circolarmente per un giro at- 
torno ai punti di diramazione 

1 = a^ ... 1 = a,, 

nei piano della variabik complessa :(. 

Le sosdtuzioni prodotte sui rami di X dai suddetti giri saranno le 
potenze di una medesima sosdtuzione ciclica, p. es. di 

S = (X, Z, ... XJ) . 
Poniamo che sieno 

le sosdtuzioni relative ai pund cridci 

^ = ^i » t = ^a > • • • ^ = ^/ • 

Poich^ il punto all'infinito non 6 di diramazione, avremo 

S*' ... S'^S'' = I, 
ossia 

*, + *a +•••+*!• s o (»od n). 

G>$tn]iafQO k funzioae 



l^(t -«.)*• a -«j*»..> 
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essa dipende da ^ in modo che i giri attorao ai pund 

t = ^, > t = ^« > • • • ^ = ^1 > 
producono sui suoi rami le stesse sosdtuziom 

S*' S** S*« 

n 

Sari pertanto X funzione razionale di ;( e della suddetta jT' che 
ha il medesimo gruppo di monodromia. 

Dunque la curva C, rappresentata dalla funzione algebrica XQO, si 
potri ridurre con una trasformazione birazionale al dpo 

(I) X = h|/(^ - a.)*' a - «J'' • • • (^ - «,)*' 

*, < «> A, + A, • • • + A, ^ o (mod fi), 
dove ff 6 una costante diversa da o, che potremmo prendere = i , ma 
che ci conviene di non fissare in vista dei nostri scopi. 

2) Costruxiont della curva ellittica K, rappresentata sulla cubica n-pla 

ff{xy) = y" — 4x'—g,x — g^ = o 

serr^a punii di dirama%ione. 

Questa costruzione pu6 effettuarsi : 

a) per via trascendente, 

^) o per via algebrico-geometrica. 

a) Volendo seguire la prima via, consideriamo Tintegrale ellitdco 



/ ds 
t^4^^ — gt^ — g, 



che avri certi periodi coco' (esprimibili nei modo noto per g^g^\ ri- 

sulteri 

X = p(tt|co(o'), 

y = p'(tt|co(o'). 

Ora, essendo n un numero primo, si hanno n '■\- i trasformazioni 
non equivalent di determinante n 

a = nco, Q' = (o' 

a = co — vw', a' = fico' 

(v = O, I, 2, . . . « — l). 

Designamo rispett. con p^ e p^ (v = o, i, . . . « — i) le funzioni 
ellittiche trasformate, coi periodi U, U' ; allora le curve ellittiche if, rap- 
presentate sulla cubica f/pla f, saranno birazionalmente riducibili aidpi: 
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dove V =00, o, I, 2, ... n — i ; ad ogni punto u di 9, corrisponde- 
ranno su X gli n pund 

tt, tt 4" ^> 14 4" 2«> . . . tt + (n — i)co, 
per V = cx>, e 

per V = o, I, 2, . . . fi — I. 

Possiamo trasformare la curva (a) (per v=oo, o, i, ... n — i) 
in un'altra, sosntuendo ad X una quaisiasi funzione razionale di p^ , p, p', 
la quale non resd invariata quando si aumenti f4 di co e di o)', e assu- 
ma quindi // valori distind in corrispondenza a ^{u)^ P'(^)* 

In vista dei nostri scopi, ci conviene di trasformare le equazioni 
(a) nel modo scguente : 

Ricordiamo cbe 

P«(^ + <^)> P»(^ + «0 (V = 0, I, ... ff-l) 

sono funzioni razionali di 

p(«). P'(«) 

e di 

Po.(«) o p,(«) 
rispetdvamente. 

Formiamo quindi Tespressione 

^oo(Poo)=Poo(^)+ePoo(w+«)+e'Po.(«+2a>)4 h«""'P«[«+(«— 1>] , 

o 

H, (p,)=P, Wrt p, (i4+a>')+c" p, (^+20)')+ - + «-' Pv [u+(»-i>'] 

(v == o, I, 2, ... n — i), 

dove e h una radice n°^ immaginaria dell'uniti; sari 

H^ per V = 00, o, I, . . . fi — I, 

una funzione razionale di Py(u) [e di p(^)p'(^)] ad n valori disdnd, 
sicchi potremo prendere come curva K^ in luogo della (a), una delle 
n + I curve 

^'^ i I' = P'(«), 

dove Af & una costante arbitraria. 

La //y £ una funzione algebrica ad n valori di p(f4), i cui rami 
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subiscono una moldplicazione per e ailorchi si cambia u in u -{- ta o 
in tt -f" ^' (rispett. per v = oo o per v = o, i, . . . « — i) ; essa si 
pu6 dunque esprimere (come t noto) mediante un radicaie n°* por- 
tante sopra una funzione razionale di p(u)p'{u) *). Sarebbe anzi facile 
assegnare i'espressione effettiva, la quale ci darebbe la rappresentazione 
di X per mezzo di un radicaie n'^ porcante su una funzione razionale 
delle Xy y legate dall'equazione cubica 

ff{xy) = o. 

^) Ad una siffatta soluzione algebrica del nostro problema, si pu6 
anche pervenire direttamente col seguente procedimento geometric© : 

Si costruiscano le curve, d*ordine 3 fi, che hanno colla cubica 9, 9 
contatti n-punti ; esse si distribuiscono in « -f- i famiglie che corrispon- 
dono agli n -^ i valori incongrui della somma dei parametri relativi ai 
pund di contatto : 

tt, -f w, + H S = J > 

cioi 

oppure 

I I I w — rw' 
tt, -f tt, -f h ^ = :; • 



Designamo con 

f^(xy)=o 

una delle suddette curve 9 tangend, disdnguendo coU'indice 

V =00, o, r, . . . fi — I 
la famiglia a cui essa appardene. La curva 

( 9(xy) = o 

(dove M h una costante arbitraria, non nulla) 6 evidentemente una cur- 
va ellittica rappresentata sulla 9, contata n volte ; si ottengono cosl « -j- i 
curve, birazionalmente disdnte, corrispondend ai dpi (2). 

3) CostruT^ont della superficie F. 

Possiamo ora costruire facihnente una superficie F, assegnando la 



•) Cfr. p. es. BiANCHi, Leiioni sulla teoria d$lU funiioni, etc. (Pisa, Spocrri, 
I90«)t S 167. pi«. 438. 
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espressione parametrica delle coordinate X, Yy Z, dei pund di essa per 
mezzo di 7^3 Uy in guisa che : per 

X = cost., Y = cost. 

si ottengano curve, di un fascio ellittico, bira^ionalmente identiche ad una 
delle curve C, innanzi costruite; per 

Z = cost. 

si abbiano su JF, curve ellittiche (di un fascio razionale) identiche ad 
una delle curve K. Le superficie F cosi costruite ci porgeranno i tipi 
delle classi che vogliamo determinare. 

Per costruire f, basteri combinare le formule (i) (2), supponendo 
che la quantiti designata nella (1) con H (costante rispetto a i) sia 
limpiazzata da i/^p^(u), e la quantitA designau nelle (2) con M (co- 
stante rispetto ad u) sia rimpiazzata con 



y (^ - «.)'■ • . • a - '»,)'' • 

Si onengono cosi le formule 

Z = ^ r=p'(»|o>w') 

= j'j'^'PvC" + ^"v)j V(K. - «.)'■ a - ^.f' • • • a - a.Y' 

A. <[ w, ^fc. ^ o (mod n) v =: 00, 0, i, . . . w — i 

e" = I , ^y^l y 

0)^ = « per V = 00 , 
co^ = a>' per v = o, i, 2, . . . n — i , 

che rappresentano superficie irriducibiliy perchd i due fattori H^ e V^, 
che cntrano in X, sono ugualmente determinati a meno di una moltipli- 
cazione per e^, diguisachd i rami della funzione possono essere scambiati 
tra loro, tenendo fermo ;(, e variando u, o reciprocamente. 

Lt formule (I) ddnno i tipi delle superficie ellittiche di determiuante 
prim n, rappresentate sopra il cilindro ellittico n-plo 

x = 9{u)y ;y = p'(u). 

Le formule (I), per / = 2, rappresentano, come gii si t osservato. 
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una superficie con un fascio di curve C di genere o, riferibile quindi ad 
un nuovo cilindro ellitdco ; per / ^ 2 ci dinno superficie ellitdche, con 
un fascio di C irrazioiiali^ che perci6 non sono riferibili a rigate. 

In luogo di combinare le formule (i), (2), possiamo combinare 
nel medesimo modo le (i), (2') ; otteniamo cosi i seguenti Upi di super- 
ficie ellittiche equivalenti a quclli rappresentati dalle formule (J) : 

(F) \ X = vM^y) • a - ^.y- ... a - ^.y* 

hi<n, X*. = o (modn) 
ff(xy) = / — 4^' — g^x -^3 = 0. 
Osserviamo che 6 lecito di sostituire nelle (!') /J , con X <; ;/, ad 
/^, sosdtuendo in pari tempo Xfc. ad A-; ci6 corrisponde ad eseguire la 

trasformazione della superficie, che si ottiene ponendo X= X^. 

£ pur lecito, dopo eseguito il cambiamento indicaio, di sostituire 
agli esponenti X/;., i rispettivi resd rispetto al modulo fi, ci6 che equi- 
vale ad una nuova trasformazione della superficie. 

S7. 
Caso in cui il determinante sia un numero composto. 

Vediamo ora come la costruzione delle superficie ellittiche il cui de- 
terminante n sia un numero composto, si riduca a quello gii trattato. 

Sia p. es. 

n=pq, 

dove p c q sono numeri primi. 

Una superficie ellittica F di determinante n si lascia rappresentare 
sopra un'altra superficie ellittica F\ contata p volte, e questa alia sua 
volta sul cilindro f contato q volte. 

Riferendoci alle formule (I') del precedente §, si ottengono quindi 
facilmente i tipi delle superficie ellittiche di determinante 

n=pq 

mediante equazioni della forma : 

Z=z., Y = y, 

P 

/ r 
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9ixy) = / — 4x^ — g.x — g^ = o, 

dove / = o e ^ = o sono due carve aventi con <p = o dei contatti 

rispett. y-punti e /)-punti. 

Sostituendo, nelle formule precedenti, 4^' ^ ^> ^ eseguendo le so- 

sdruzioQi corrispondend sugli esponenn, secondo ci6 che abbiamo av- 

vertito in fine al precedente §, le formule suddette si riducono alia 

forma 

Z = i, Y = y 

(H) {x = y a - ^.)'' . • . a - ^d'' + i^y) J(.^y) 

<p(x>)=:0 

x = pq^ hi<in, Jihi = o (mod n). 

Le formule (II) sono aflFatto analoghe alie (F) e lasciano scorgere 
immediatamente Testensione al caso in cui il determinante n abbia piti 
di due fattori primi. 

Giova awerdre che, essendo n un numero composto, si presenta 
una dbdnzione reladva dXYordine delle curve di diramazione 

del cilindro n-plo f . Per es. nel caso : 

n = pq, 

la :^ = a^ avri I'ordine n se fc. fe primo con «, ed invece avri Tordine 

r. z= p se hi^o (mod q) 
r. = q se /?. ^ o (mod p). 

S8. 

I plurigeneri delle superlBcie ellittiche e le condizioni 
perch^ una superlBde possa trasformarsi in una rigata. 

Proponiamoci ora di determinare il genere p ed i plurigeneri P^ , 
Pj , . . . , delle superficie ellittiche F di determinante « > i, in cui le 
traiettorie del gruppo G formano un fascio razionale; il primo resultato 
di questa determinazione sarA che 

/>^ = o, 
come gii abbiamo annunziato. 

II calcolo di /? — P, , e in generate dei plurigeneri P. di F, si pu6 
compiere valendosi della rappresentazione indicata di F sopra un cilindro 

Rtmd, Ck€, MftlMi. PaUrm; t. XX (1905). — Sumpato il 5 maggio 1905. # 
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dlitdco fi-plo 

(p(xO = o. 

Moviamo percid dal s^uente Lemma *). — Due superficie 9, F 
sieno in corrispondenza [i, «], per modo che si abbia su 9 una curva 
di diramazione D, ; sia L, una curva di 9 ed L^ una curva aggiunta 
ad L, ; ad £, , L[ (contate ciascuna n volte) corrispondano su F due 
curve, che indichiamo rispett. con L, L\ e alia D, (presa semplice- 
mente) corrisponda su F una curva (di coincidenza) D; allora la curva 

L' + D 

sopra la superficie F. 

Per dimostrare Tenunciato, si awerta anzitutto come esso si giusd- 
fichi quando L, appartenga ad un sistema lineare |Li| , 00' almeno, non 
contenente 00' curve spezzate. Infatti allora, la stessa condizione venendo 
soddisfatta per |L|, le curve aggiunte alle L su F, sono definite dalla 
proprieti di segare gruppi canonici sulle L stesse, e questa proprieti 
spetta appunto alle curve L' -j- D, in forza di un teorema di Castel- 
NUOVO **). 

Si passa poi al caso in cui la precedente restrizione non sia soddi- 
sfatta, valendosi della propriety fondamentale delle curve aggiunte. 

Applichiamo il lemma anzidetto, alia corrispondenza [i, n] tra il ci- 
lindro 9 e la superficie ellittica F. La curva di diramazione D^ , su 9, 
i costituita dalle sezioni piane 

1 = ^17 ^ = ^2 > • • • ^ = ^1 > 
dove si pu6 supporre 

escludendo il caso in cui la F sia riferibile ad un nuovo cilindro sem- 
plice. 

La curva 

deve essere contata, come facente parte di D^, r. — i volte, se r. de- 



*) Qjuesto lemma generalizza la relazione fra i sistemi canonici di due superfide 
in corrispondenza [i, »] da me stabilita nelle Ricerche di Gcometria sulle superfide 
algebriche, cap. VI (Memorie Ace. Torino, 1893). In un altro senso, assai notevole, 
queila relazione t stata estesa dal sig. Severi (Rendic. Istituto Lonibardo, 1903). 
*) Atti Accad. dd Lincei, 1891. 
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signa Vordine di essa, se cio6 ad ogni suo punto corrispondono su F — 

pund disrinti, ciascuno dei quali 6 un punto di coincidenza r.-plo. Perci6, 
dcsignando genericamente con Ky le curve ellittiche di F che corrispon- 
dono alle sezioni piane 

:^ = cost. 

di 9 (contate n volte), potremo designare la curva D col simbolo : 

dove le K. sono particolari curve del fascio 

Q6 posto si consideri una curva Z di F rappresentata sul cilindro 
w-plo 9 da due sezioni piane 7^ = cost, e da un certo numero di gene- 
ratrici x, , jc^ , ... x, . 

II sistema aggiunto |£'| (all*infuori di eventuali componenti ecce- 
zionali fisse, rappresentate da punti di f o dalle generatrici all'infinito) 
resta definito dalla curva che ha per immagine su 9 

A + ^. + ^. + h^,- 

Segue di qui, che se si considerano su F le curve ellittiche K (del 
fascio razionale), il sistema \2 K\ ammette come sistema aggiunto quello 
definito dalla curva: 

Ma, stance la supposta irriducibiliti delle K generiche, ciascuna delle 

j{ (f i) 

curve *^ * appartiene ad un sistema lineare completo di dimen- 

^» 
sione o, doi nessuna di esse pu6 variare in un fascio ; e, poich^ codeste 

curve non s'incontrano fra loro, anche la D (composta di / parti scon- 

nesse) appartiene ugualmente ad un sistema lineare di dimensione o, il 

quale non pu6 dunque contenere |2 Kl Resta cosl provato che il genere 

Collo stesso metodo si pu6 cercare se esista e quale sia in generale 
il sistema m canonico di F (di dimensione P^ — i). 
Esso viene rappresentato dal simbolo 



2^ i-^-^ ^ — 2mK 



i8 
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Se dunque esistono oo' curve m canoniche, 

questt si comporranno di d curve K c di una curva fissa, composta deUe 

K. 

— ^ presc un certo numero fc. di volte: 



dove 



t 



h.K 



% % 



r. 



Pertanto avremo 



o^fc. <r.. 



doi 



/ 

I 



mK,(r, — i) 



r, 



— 2fnK\ = 






|m/ir— 2mK - dK\ = K^JL+A ^-1 , 

tn -4- b 
Una siflfatta relazione porta che — 3Z__! sia un numero intero p^, 



tale che 



ed allora si ha 



r. 



m ^ ^ III , 

r. — ^* ^ r. 



m 



(t-2)-d=^f,. 



II numero — p. 6 Tintero che immediatamente precede, in ordine 

di grandezza algebrica, la frazione ; esso pu6 quindi designarsi, 

^» 
secondo Tuso, con 

Allora la formula precedence si scrive : 

p« = » + '»('-2)+|[=p]. 

Questa formula di Vespressione dello m genere P^ della super fide ellit- 
tica F, in quanto si prenda P^ = o tutU It volte che il secondo membro 
risulti negaiivo. 
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Per m = I, si ha 
mentre la formula precedente darebbe il valore del genere aritmetico 
Per m = 2, si ha 

quindi il bigenen vale 

e si ha 

P, > o, per / > 3. 
Risulta anche 

per ogni valore di w > 2. 

Gdcoliamo ora i primi plurigeneri in corrispondenza al valore mi- 
nimo di / : 

(Per / = 2y come abbiamo detto, la superficie F & riferibile ad una 
rigata ellitdca, e naturalmente la formula di sempre 

Designando con ''^(^ o) il genere delle curve C, rappresentate dalle 
geoeratrici it-ple di f , si ha 

^-^ ^ = 2fi + 2ir — 2, 

quindi 



2_- ^2. 

-T- r, — 

La sommatoria condene nel nostro caso tre termini ; sviluppando la 
diseguaglianza che precede si ha 

^i. 

In corrispondenza alle solu^oni di questa diseguaglianza, prendendo 

SI trova: 

a) per r, = 2, (r, ^ 3) 

P,= P,=o, 
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ed inoltre 

P, = P, = o, P,= i (r, = 3, r, ^ 6), 

oppure 

P, = 1 (^ ^ »•. ^ 4); 
*) p«" »". = 3 (^ ^ 3) 

P. = o, P, = i, P,^i; 

per »'. ^ 4 (»-, ^ »-, ^ »'. ^ 4) 

P, = 0, i*, = »> i'4 = 2, ecc. 
Risuld di qui la conseguenza itnportante che « per ogni superiicie 
ellittica non riferibile ad una rigata, si ha sempre 

i*, > o o P< > ». 

1 resultati precedenti ci permettono quindi di a£Fermare che : h condi- 
xioni perchk una superficie sia riferibile ad una rigata di genere p^i, sotio 

P, = P, = o, />. = - p. 

Ora osserviamo che, se 

P, = P, = o, 

segue 

P,= P^ = o, P.^o; 

ma, nel caso p^ = o, Tannullarsi del bigenere P, di la condizione di 
razionaliti (Castelnuovo) ; pertanto si ha il teorema generale seguente : 
Le condi:(ioni perchk una superficie algebrica sia riferibile ad una ri- 
gata (rationale o nb) sono espresse dalVannullarsi del quadrigenere e del 
sestigenere : 

P, = P, = o. 

Superficie di bigenere zero. 

La discussione aritmetica accennata nel precedente § permette di 
ottenere tutti i tipi di superficie di bigenere x!^o, non appartenenii alia 
famiglia delle rigaie (P^>o o P^^o e quindi, in ogni caso, P^^^o). 

Queste superficie sono rappresentate sul cilindro ellittico n-plo 9 = 0, 
con tre sezioni piane di diramazione 

aventi ccrti ordini r,, r,, r^, divisori di «; i numeri r,, r,, r soddi- 



A^ 
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sfano alle diseguaglianze 



^ i> 

r f r — 



dove si designa con it (^ i) il genere delle curve del fascio ellittico, 
aventi come immagini le generatrici di 9. 

Si banno 4 famiglie di superficie che possono distinguersi secondo 
i valori dei prim! plurigeneri, come indica il seguente quadro, nel quale 
vengono completad i resultati gid esposd nel prec. § : 

p\ ' (^4=1. Pi=o, ?,=0, 1,2, (r =2, r =4, r,^) 

* /p_ji^4=o.i» Pf=o,i,2, P,=i,2, 3, (r =3, r,^3, Tj^O 
\ » |P^=2, P5=o, 1,2, P4=i,2, 3, (r.:^, r,^,^,). 

A ciascuna delle prime tre famiglie appartengono superficie con un 
fascio ellittico di curve ellittiche (tz = i), il cui determinante n 6 un 
numero qualunque della forma 

n = 6m (r, = 2, r, = 3, r^ = 6) 

rispettivamente 

n = ^m (r, = 2, r, = r^ = 4), 

n= 3m (r, = r, = r3 = 3). 

In ogni famiglia trovansi poi superficie con un fascio ellittico di curve 
di genere w > i e determinante n dove 2 w — 2 6 il prodotto di 

1 — I 1 1 I per un numero intero 

\ ^ ^ ^ / 

2W — 2 

n = - 



Fra le superficie corrispondenti a w = i notiamc in particolare 
quelle con un fascio ellittico di curve armoniche o equianarmoniche. Le 
prime (corrispondentemente al caso del determinante massimo « == 8) si 
presentarono al sig. Castelnuovo ed a me fino dal 1900, come « rigate 
ellittiche del 4° ordine doppie, con una curva di diramazione L^ di ordine 
8, quadrisecante le generatrici ». 
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In generale una rigata ellittica del 4° ordine f^(xyz^=^ 0, non 
contiene una curva (ellittica) L^ , d'ordine 2 m, m-secante le generatrici 
La condizione perch^ ci6 accada si pu6 esprimere nel modo seguente: 
sia u rintegrale ellittico (coi periodi co, &>') appartenente alia rigata; la 
somma dei valori di u per le generatrici uscenti da un punto di una 
direttricc 6 costante ; essa pu6 supporsi ^ o per una delle due direttrici, 
^ X P^^ l*altra. AUora Tesistenza della curva L^ h data dalla condizione 

m X ^ O (mod w, w'). 

Ora per qualunque valore di m si pu6 ottenere una rigata 9^ possedente 
una curva L^ irriducibile ; ma resta a vedere quando possa costruirsi 
effettivamente una superficie rappresentata suUa 9^ , multipla secondo un 
dato numero, in guisa che L^ sia la curva di diramazione. 
Prcndendo 

CO 

x = -. 

si vede che per la L^ (di 8° ordine) passano infinite superficie del 4° or- 
dine secanti 9^ in gruppi di 8 generatrici 

, CO CO 

4 4 

, CO , CO I 3*^ 3W 

quindi, facendo 

tt = o, 
si trova una superficie quartica 

secante 9^ secondo L^ e tangente ad essa secondo 4 generatrici. Allora 
la superficie 

dello spazio 5^, viene rappresentata sulla 9^ doppia colla curva di dira- 
mazione L^ . 

Si ottiene un altro esempio (che pure avevamo effettivamente co- 
struito) prendendo 

(0 

esiste allora una superficie rappresentata doppiamente su 9 , che possiede 
un fascio ellittico di curve di genere due, ecc. 



'> 
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La questione generale, d'esistenza delle 9^ p pie con curva di dira- 

mazione £, composta in generale di s m-secanti da contarsi ciascuna se- 

condo Tordine />, resta ormai decisa implicitamente dai resultad prece- 

dend ; le saperficie ellittiche che cosi si ottengono corrispondono ai caso 

pardcolare 

r, = r^= ... =r,=p, 

•1^ • ^^, = ^^« = ^> 

dove il determmance 

n = mp. 
Bologna, 3 marzo 1905. 

F. Enriques. 
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SUI SISTEMI LINEARI TRIPLAMENTE INFINITI DI CURVE 
TRACCIATI SOPRA UNA SUPERFICIE ALGEBRICA. 

Nota di Marino Pannelli, in Roma. 



AdmumzA del s nuirio 1905. 



La presente Nota ha per oggetto lo studio delle principali proprieti 
di un sistema lineare triplamente infinito \C\ di curve C, tracciato sopra 
una superficie algebrica F, studio che nel caso particolare in cui questa 
superficie sia un piano venne gii fatto da Ettore Caporali *). 

Senza nuocere alia generality del problcma, si pu6 supporre che la 
superficie F appartenga ad uno spazio di un numero di dimeusioni su- 
periore od eguale a tre, e sia affatto priva di singolariti. 

U sistema dato \C\ irreducibile, semplice, del grado n e del genere 
py non possegga curve fondaraentali ed abbia un numero a di punti 
base Ay ognuno multiplo ordinario secondo i per una curva generica C, 
e a tangend variabili da curva a curva del sistema. 

I. Fra le curve del sistema |C| e i piani di uno spazio a tre dimen- 
sioni si stabilisca una corrispondenza proiettiva. In virtu di essa e per 
Tipotesi fatta che il sistema \C\ sia semplice, la superficie F si trasforma 
birazionalmente in una superficie f ', le cui sezioni piane O corrispon- 
dono alle curve C. Se una di quelle sezioni C possiede un punto doppio, 
la corrispondente curva C h dotata della stessa singolariti. Quindi la 
curva di contatto C' della superficie F' con il cono ad essa drcoscritto, 
avente il vertice in un punto dato M, ha per imagine sopra F la Jaco- 
biana C della rete (C), corrispondente alia Stella di piani, che ha il 



•) Mtmorit di Geonutria di Ettore Caporali, pag. 171. 
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centre in quel punto M. Come i noto, I'anndena curva C'- vicne segza. 
sulla supirficie F', fuori delle sue linee multiple, qualunque esse sbno, 
dalla prima pobre del punto M rispetto alia stessa F'. Ma le prime po- 
lari di tutti i punti dello spazio rebtivamente ad una data superiicie 
costituiscono un si sterna lineare triptam en te infinito; un sistema analogo 
viene dunque formato sulla superficie F' dalle curve C' e quindl sulk 
superiicie F dalle curve comspondenti C.; epper6 : 

Le Jacobiane C di tutte le reti (C) costituiscono un sistema Uneare 
triplameate infinito |C| *). 

Un altro sistema lineare )C'J 6 formato dalle curve C, aggiunte a 
|C|, defintto dalla relazione simboiica **) 

(0 icj = ic,.-2C| 

dalla quale segue I'altra 

W |C,| = |2C+C.|. 

In virtii di queste relazioni, da ogni propriety di uno dei due sistemi 
\C,\ e |CJ, diniostrata direttamente, si deduce una propriety dell'altro 
sistema. 

Cosl e mdicando con U I'invariante relativo di Castelnuovo-Enri- 
QUKS della superficie F, si otcengono i seguenti noti risultati, che qui 
basta soltanto ricordare : 

a) Ogni Jacobiana C possiede in ciascun punto base A un punto 
muldplo s-condo 31 — i, e del genere 
(3) p' = u + 9/. - « - 5 

ed incontra ogni curva C del sistema |C| in 

(CC,) = 2(« + p-i) 
puno ^^. 

k) Ogni curva ag^unu C, possiede in ciascun punto base A un 
punto multiplo secondo t — i, £ del genere 

o + iCf-O-"-". 

incoDtra ogni altra curva C. del sistema \CJ in 

Cc.c,) = a + 4(/, - 1) _ „ - , - , 



•) Enriques, Inl^no fli fondamtnli dtlla gtomtlrta 
[Aiti Ace. Torino, vol XXXVIl (1902), pp. t9-40Ji n" 

") Ehbiquu, L c., n" 17. 

***) Col simbolo (K, 5) s'iiulica II numero dei punii 
bue A, a <lue curve X ed 5 tncdaic sulia superficie f. 
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pund ed ogni curva C del sistema \C\ in 

puntL 

Q6 premesso, si considerino due reti (C) e (C) di curve apparte- 
nenti al sistema |C|, e siano C- e C le loro Jacobiane. Dalla relazione 
(2) si ricava successivamente : 

iqc;) = 2(cc;) + ic,c;), ic,c.) = 2(cq + (c^c;), 

donde osservando che t 

perchd ciascuno di questi due simboli indica il numero dei pund comuni 
ad una curva del sistema \CJi cou una curva del sistema |Cy|, segue: 

ic.c;) = 2 (c cp + 2 (c Q + icc,) . 

Qui al posto di {CC^^ (^C«) ^ (^a^.) si pongano i loro valori dad 
dalle proposizioni precedend a) e b), e cosl si otdene : 

(CC;) = a+ i2p+ 3« — a— 13. 

Ma le due red (C) e (C) appartenendo ad un medesimo sistema lineare 
triplamente infinito, hanno in comune un fascio, il quale condene *) 

(4) „' = p + 4P + n + a 

curve, ciascuna dotata di un punto doppio D, essendo P I'invariante di 
Zeuthen-Segre della superficie F; e quesd pund sono evidentemente 
comuni alle due Jacobiane C. e C'. Dunque queste due curve s'incon- 
trano fuori dei pund D ed -^i, in altri 

(5) T = (CCp— n' = U-P4-8p + 2n— 2(x— 13 

pund B. Ogni punto 5, come appartenente alk Jacobiana C , 6 punto 
doppio per una curva Q della rete (C); e cosi, come appartenente alia 
Jacobiana C'., h punto doppio per una curva C^ della rete (C'). Le due 
curve Q e Q sono disrinte fra loro, perch6 se coincidessero in un'unica 
curva, questa sarebbe comune alle due red (C) e (C'), e quindi B ver- 
rebbe ad essere un punto D, contro Tipotesi. Perci6 esse determinano 
un fascio (QQ) del sistema |C|, formato da curve C tutte dotate in 
B di un punto doppio. Ora, prendasi ad arbitrio un'altra rete (C") del 
sistema \C\ : essa ha in comune con il fascio (QQ) una curva, la quale 



*) Segre, Intorno ad un carattiri delle superficie § delle variety superiori algebricbi 
[Atti Ace. Torino, voL XXXI (1895), pp. 485-50X], n° 4. 
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come appartenente a questo fascio, possiede in B un punto doppio. 

Quindi questo punto giace ancora sulla Jacobiana C di quelk rete arbi- 

traria (C"). Dunque : 

I. cc II sistema delle Jacobiane \C.\ possiede come fondamentali non 

« solo i <T punti Ay ciascuno multiplo ordinario secondo ji — i, ma 

« ancora altri 

T = U — P-f-8/? + 2« — 2<y — 13 

« pund semplici B »• 

Riferendosi al sistema |C|, questo risultato puo essere presentato 
sotto altre forme. Intanto per le stesse considerazioni precedenti, pu6 
essere enunciato cosi : 

n. « II sistema \C\ contiene t fasci, ciascuno formato da curve tutte 
« dotate di un punto doppio in un punto J3». 

Inoltre, poich6 la rete delle curve C determinata da un punto B 
possiede un fascio (C^C^) costituito da curve aventi tutte un punto doppio 
in quello stesso punto By si ha ancora : 

ni. « II sistema \C\ contiene t reti, ciascuna formata da curve tutte 
a tangenti fra loro in un punto B ». 

In terzo luogo, nel fascio (QC^) v'6 una curva C, di cui una delle 
due tangenti nel punto doppio B coincide con la retta iy che nel 
punto medesimo tocca le curve della rete determinata da questo stesso 
punto B. I due punti successivi a B sul ramo della curva C, tangente 
alia retta /, determinano nella rete anzidetta una curva C, , che ha in 
comune con C^ quattro punti riuniti in 5; e lo stesso awiene per 
tutte le curve del fascio (C,C,) da quelle determinato. Dunque: 

rV. « n sistema |C| contiene t fasci, ciascuno formato da curve 
« aventi fra loro un contatto del terzo ordine in un punto B ». 

Infine dalla relazione (5) segue : 

T — 8/) — 2n4-2<T = U — f^— 13 

e quindi rammentando che Q e P sono due invarianti relativi della su- 

perficie F, i quali rispetto ad ogni trasformazione birazionale della super- 

ficie medesima si comportano in modo, che se Q cresce o decresce di 

una o piu uniti, P decresce o cresce dello stesso numero, e che perci6 

anche la loro differenza U — P 6 un invariante relativo si conclude : 

V. « Uespressione 

T — 8p — 2fl -|- 2a 

a non dipende dalla scelta del sistema lineare triplamente infinito |C|. 

« e costituisce un invariante relativo della superficie F ». 
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2. Si consideri sulla superficie F una rete (Cy) di Jacobiane C.. 
Essa possiede una Jacobiana, Cjjy la quale ha per imagine sopra F' la 
Jacobiana della corrispondente rete (Cy) di curve C., Quesu rctc viene 
determinata (n° i) dalle prime polari rispetto alia superficie F' di tre 
punti, non situati in linea retta, i quali per semplicitd possono essere 
scelti come verrici i, 2, 3 del tetraedro di riferimento. Indicata con 
F' = o Tequazione della superficie F\ le equazioni delle tre polari aa- 
zidette sono : 

f; = o, f; = o, f; = o. 

Inoltre la Jacobiana della rete (Cp ^ Tintersezione della superficie F' 
con la Jacobiana O delle quattro superficie F', F[ , F^ , Fj , la cui equa- 
zione, in virtu del teorema d'EuLERO sulle funzioni omogenee, pu6 essere 
messa sotto la forma: 



F' 

II 

F' 

la 

F' 



F 
F 
F 



F' . F 



14 



f:. f: 



j« 



4« 



f: 



$2 



F' f: 



33 
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F' F' 



34 



= o. 



Questa mostra che la Jacobiana O si scinde nell'Hessiana della superficie 
F' e nel piano .v^ =^ 0. Quindi la Jacobiana della rete (C-), che, come 
si 6 detto, h Tintersezione delle due superficie F' e O, si compone del- 
Tintersezione di F' con la sua Hessiana, ossia della curva parabolica H' 
di F', e della sezione di F' con il piano x^ = o, ossia con il piano luogo 
dei punti le cui prime polari rispetto ad F' tagliano sopra F' la rete 
considerata (C^). Segue da ci6 che anche la Jacobiana della rete (C) 
presa sopra F, si spezza in una curva //, imagine di FT', e nella curva 
del sistema \C\ corrispondente al piano anzidetto, la qual curva ^ quella 
comune a tutte le reti (C) del sistema |C|, le cui Jacobiane C formano 
la rete data {€■). Ricordando poi che la curva parabolica di una super- 
ficie t il luogo dei punti di contatto della superficie medesima con i suoi 
piani tangenti stazionari; ed osservando che se una sezione plana di F' 
6 dotata di una cuspide, la curva corrispondente C sopra F possiede la 
stessa singolaritiy si conclude: 

I. « La Jacobiana C di una rete di curve C si compone di una 
« curva fissa //, luogo delle cuspidi delle curve del sistema |C|, e di una 
<c curva del sistema medesimo ». 

Esprimendo questo teorema in simboli, si ha : 

(6) lc^.,.| = |H+q. 
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D'altra parte, per la relazione (2), applicata al sistema \C-\^ 6: 

|C,.,.| = |2 C.+ C.J, 

indicando con C. una curva aggiunta al sistema \Cj\, Dalla stessa (2) 
segue evidentemente dapprima : 

|2C.| = |4C+2CJ, 

e poi per la propriety fondamentale del sisteii.a aggiunto : 

|C^,J = |2C+C.L=|(2C).+ C.| = |(C+CX+CJ = |C+2CJ. 

Quindi si trova pure: 

Dal confronto di questa relazione con la (f) si ricava infine : 

(7) H=|4C + 4CJ; 

donde : 

n. a La curva H appartiene aUa somma del quadruplo del iistctna 
a dato col quadruplo del sistema ad esso aggiunto ». 

In vinu di questa propriety si ha intanto : 

(C/f)=4(CQ+4(CC.). 

da cui, ponendo per (CC) e (CC^) i loro valori, segue: 

III. a La curva H xiene tagliau da ogni curva C del sistema \C\ in 

« punti ». 

Inoltre, per b medeshra prcpricti e ricords.do ancora chc ciavcun 
punto jase A e, per i. otcbi, muHp!o sc^ondo / per ogni cur\'a C, e 
[i, b)] second© i — i per ogni cur.-a C^, H deduce s^ocora: 

IV. « La curva H possiede in ogni pjoto A \m punto muldplo 
« secondo 4(21' — i) ». 

Tenendo poi prcseiiic la prbr^ vuvt dc]ia piopowzLOiie a) ud r/' i , 
cbe di il gr^do d: c:uh.pBiJti d: cm pjnto btse per k Jaa>b&ana ci una 
rctc; boiire ii teorem^ i cclio scesso s*, da cll; n^iiiu. c-it o^ curva 
C. passa x3i:pli:e=3c=.ts: pcrr ciascca pin50 base /^; ed iiifiot C't una 
cur\a gener^ C lioi: pab:^ ptr 2)e»i£ao C ::uesd «»m pjm: JB; r. 
virtu della rtiasooe (ij id Tt:dc su9si'^: 

V. c La cjtsx H pok,itu r; qga: pxno jB lc yumo irj^i^ x. 
Per la sccorxia »rac ^cLa sucaewcA ^cpo^csbcit a) zd -' ;. il 
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perch6 ogni curva C- 6 del genere /)' [i, a)], e il numero dei punti 
base di una rete (C^) 6 (i, I) <t -f- t. D'altra parte, Tanzidetta Jacobiana 
si compone (2, I) della curva //, di cui il genere si diri p", e di una 
curva C, di cui il genere 6 />; ed inoltre le due curve H t C s'incon- 
trano (2, III) in 4(7/ -|- 2/? — 2) punti; dunque per il genere ^ si ha 
ancora Tespressione : 

g = r+P + A(<n + 2p-2)- I. 

Dal confronto dei due valori cosl trovati per g^ si ricava : 

P+ d = /," + I7P + 6n - 9p' - 13. 

Per la formola (3) si ha poi: 

Ora, aggiungendo membro a membro queste due eguaglianze, si otdene: 

(8) a + p_9=p"_8;,' + 8p + 6«-i3, 

donde ricordando che U -{- P ^ un mvariante assoluto, si deduce intanto : 
VI. « L'espressione 

p" — 8/)' + 8p + 6ff — 13 

« non dipende dalla scelta del sistema lineare triplamente infinite |C|,e 
cc costituisce un invariante assoluto della superficie F ». 

Se questo invariante si indica con 1 2 P^ , si ha per la (8), che esso 
h legato agli altri invarianti U e P dalla relazione : 

(9) U + P=i2P. + 9. 

dalla quale risulta che P^ 6 il genere aritmetico della superficie F, Per6 
non occorre d'avere preventivamente introdotto quest'ultimo invariante; 
pu6 intendersi che esso sia definito ora per mezzo dei caratteri n^ p, p' 
e /)" del sistema lineare triplamente infinito \C\ dato sulla superficie F. 

Introdotto cosl I'invariante P, , indipendentemente da considerazioni 
d'ordine diverso da quelle fatte nella presente Nota, dalla formola (8), 
nella quale al posto di p' si ponga il suo valore dato daUa (3) ed inoltre 
si tenga conto della relazione (9), segue : 

Vn. « La curva H t del genere : 

/?"= I2P^ + 8U + 64P — 6w — 8<T — 59)). 

Questo stesso risultato si ottiene calcolando il genere del sistema 
|4 C -f- 4 Ql > c tenendo presente che la curva //, la quale (2, II) appar- 
tiene a questo sistema, possiede (2, V) un punto doppio in ciascuno dei 
T punti B, Si ha cosl una prova dell'esattezza dei risultati precedent!. 
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Si nod infine che il numero t daio dalla formola (5), trasformato 
per mezzo della (9), diventa : 

(10) T= 2(a + 4p + n — 6?^ — (X — 11). 

3. AUe sezioni piane O della superficie F' corrispondono (n° i) 
sulla superficie F le curve C del sistema |C|. Quindi Tordine di quella 
superficie F' i eguale al grado n di questo sistema ; inoltre la sua classe 
^ data dal numero n' delle curve di un fascio (C) dotate di un punto 
doppio. Perci6 trasformando per mezzo della (9), la formola (4) che di 
il nimiero n', si conclude : 

a) La superficie f b dell*ordine n e della classe 

(11) n' = 12P. ^^p^n + <J — a + 9. 

Uordine della curva di contatto C della superficie F' con un cono 
r' ad essa circoscritto, ossia il numero dei suoi puna d'incontro con 
una sezione piana C, di il rango della superficie F'. Ad una curva C. 
corrisponde sopra F (n° i) una Jacobiana C ; ad una curva C, una 
curva C Quindi il rango a di F' 6 eguale al numero (C C) dei punti 
comuni ad una curva C con una curva C.; eppcrd [i, a)]: 

i) La superficie F' b del rango : 

(11') a = 2(n + p-i). 

II cono r' ha I'ordine e la classe rispettivamente eguali al rango e 
alia classe della superficie F', Inoltre il suo genere b quello stesso della 
sua curva di contatto C', il quale t a sua volta eguale al genere della 
corrispondente curva C di f , che b poi dato dalla formola (3). 

Cosi di questo cono T' si conoscono tre caratterisdche, e quindi si 
possono determinare tutte le rimanend. 

In pardcolare, calcolando il numero de' suoi piani tangend stazionari 
e quello dei piani bitangend, si trova : 

c) La classe della sviluppabile dei piani tangend stazionari della su- 
superficie F' t: 

(12) c = ziCP. ■{■ py, 

e quella della sviluppabile dei piani bitangend b 

fio S*' = T[02^- + 4/> + « + <^-Q + ioy 

^ ^^ ( — 108P. — 86p — 5n — 3(1 + 3Q — 26]. 

Se si osserva che ad un piano avente un contatto stazionario, o un 

R*ud. Ore* Mmttm. PmUrmo, t. XX (1905). — Sumpato il 9 maggio 190$. 6 



42 MARINO PANNBLLL 



doppio contatto, con la superficie f ', corrisponde sulla superficie F una 
curva C che possiede una cuspide, o due punti doppi, la proprieti pre- 
cedente pu6 essere enunciata cosi : 
« Una rete (C) contiene 

« curve, ciascuna dotata di una cuspide, e 

7[(i2P^+4/)+«+<T—U-f.ioy—io8P.—86;>-5n— 3(1+30—26] 

« curve, ciascuna dotata di due pund doppi ». 

Questo risultato e gli altri che si potrebbero ottenere calcolando le 
caratteristiche rimanenti del cono F', sono gii nod *). Tuttavia si t vo- 
luto dimostrarli di nuovo e per presentare un*applicazione delle cose 
precedend e per rendere la presente Nota indipendente da altre ricerche. 

Si osservi pure che il numero delle curve di una rete (C), dotate 
di una cuspide, si pu6 ottenere, senza uscire dalla superficie F, determi- 
nando il numero dei pund comuni alia curva H e alia Jacobiana C- di 
quella rete. Infatd, dalla relazione (6) si ha : 

(C,.if) = (C^./f,,)-(CC.), 
dove, per I'ultima parte della proposizione a) del if i, e: 

(CQ = 2(«+/.-l) 

e, per la proprieti stessa applicata al sistema \C.\ anzichfe al sistenia pri- 
midvo |C|, i ancora: 

(C,.C,,)=2(«' + /.'-!), 

essendo «' il grado e p' il genere del sistema |C| dad rispctrivamente 
dalle formole (11) e (3). Sosdtuendo e tenendo conto della relazione 
(9), si ritrova il risultato (14). 

Le ipotesi sin qui fatte sul sistema \C\ dato sopra la superficie f, 
sono soltanto queste: che sia irreducibile, semplice, non possegga curve 
fondamentali ed abbia <7 pund J, muldpli ordinari con tangend variabili 
da curva a cur\'a del sistema. Ora si aggiunga che esso sia tale, che : 

d) La superficie f sia dotata soltanto di linee multiple ordinarie, 
e di pund, situad su queste linee, di muldpliciti piu elevata. 

La curva parabolica //' della superficie F' ha per imagine sopra F 



•) Severi, // genere aritmetico ed il genere limare, in relatione alle reti di curve 
tracciate sopra una superficie algehrica [Atti Ace. Torino, vol. XXXVII (1902), 
pp. 625-643], n° 10. 



SUI SISTBICI LIKEARI TRIPLAMENTE INFINITI DI CURVE TRACCIATI, ETC. 43 

la curva H (n° i). Dal numero (HC) gii calcolato (2, HI) dei punti 
comiini ad // e ad una curva qualsivoglia C, si conclude : 
t) La curva parabolica della superficie F' 6 dell'ordine 

4(« + 2/) — 2). 

Qucsta curva pu6 decomporsi in parti, alcune delle quali debbano 
essere contate piu volte. Cosl la retta di contatto della superficie f con 
un piano-pinch 6 da computarsi due volte; quella con piano-close, tre 
volte; etc. L'ordine della curva parabolica, spogliata delle sue parti mul- 
tiple, s'indicherd con <x' *). Quindi, ad esempio, se ;' 6 il numero dei 
piani pinces e j^* quello dei piani-close della superficie F\ e la curva 
parabolica non possiede altre componeuti multiple, 6 

d' = 4(n -j- 2p — 2) - 2;' — 3x'. 
L'esistenza sulla superficie F' di queste singolariti 6 resa manifesta da 
proprieti particolari possedute dal sistema \C\ dato sopra la superficie F; 
e quindi in ogni caso riesce determinato il numero di quelle della stessa 
specie. In seguito si supporri che il sistema \C\ sia tale, che la superficie 
F' sia priva di siffatte singolariti; epper6 sard: 

(15) (T' = 4(w + 2^) - 2). 

Quindi i risultati che si otterranno d*ora in avanti, varranno soltanto in 
questa ipotesi. Per6 sari sempre facile riconoscere le modificazioni che 
essi dovranno subire per la presenza sulla superficie F' di qualcuna di 
quelle singolariti. Basteri sostituire all'attuale valore di <i', quello che lo 
stesso d' dovri avere in ogni caso particolare ed inoltre aggiungere nelle 
formole (16), (17), (19), (21) e (22) dalle quali quei risultati dipendono, 
i termini dovuti alle nuove singolariti introdotte. 

4. Fra i punti dello spazio in cui giace la superficie F' e i piani 
dello spazio stesso, o di un altro spazio a tre dimensioni, si imagini sta- 
bilita una reciprociti. In virtii di essa, i piani corrispondend ai punti 
della superficie F' inviluppano una nuova superficie F, , correktiva alia 
prima, epperd tenendo presente i risultati del n° prec. si ha : 



*) Qjuesta notazione e le altre di cui si far^ uso sono quelle stesse adottate da 
Salmon, Cayley e Zeuthen nei loro classid lavori sulle relazioni che legano le sin- 
golaritii di una superficie algebrica. Quando si avr^ bisogno di ricordare qualcuna di 
queste relazioni, si richiamer^ Telenco che di esse si trova ntVC Analytische Geotnetrie 
des Raumes di Salmon-Fiedler, vol. II, pag. 671. 
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a) La superficie F^ 6 dell'ordine «', della classe n e del rango a* 
Possiede una curva doppia dell'ordine t', una curva cuspidale deirordine 
O di cui il rango si dird r' ; e i piani tangenti alia superficie nei punti 
di questa curva generano una sviluppabile della classe <t'. Infine non 6 
dotata di sviluppabili de' piani tangenti stazionari. 

Se ad ogni punto della superficie F' si fa corrispondere il punto 
di contatto di F, con il piano che nell'anzidetta reciprocitd corrisponde 
a quel punto di F', i punti delle due superficie F' ed F, vengono ad 
essere riferiti biunivocamente fra loro. In tal modo rimane definitiva una 
trasformazione birazionale anche fra la superficie data F e la superficie 
Fj . In questa trasformazione, le sezioni piane di F, hanno per imagini 
sopra F, come 6 facile riconoscere le curve del sistema |Cy|, il quale 
possiede (i, 1) <i -|- t punti fondamentali. Ora si ricordi che Tinvariante 
di Zeuihen-Segre relativo ad una data superficie aumentato del numero 
dei punti fondamentali della superficie medesima, ^ eguale al numero 
analogo formato sopra una superficie dedotta da quella mediante una 
trasformazione birazionale *). Quindi essendosi gii chiamato P Tanzidetto 
invariante per la superficie F e dicendo P^ quello della superficie F, , 
si ha : 

donde, ponendo al posto di P e di t i loro valori dad dalle formole (9) 
e (10), si ricava : 

t) Uinvariante di Zeuthen-Segre della superficie I\ t : 

(16) P, = a + 8/) + 2n — (T — 13. 

£ noto come questo invariante sia legato alle caratteristiche fi, a, 
n\ r' e c' della superficie F^, cui esso si riferisce, dalla relazione: 

P, = « — 2a + r'+ 3w' — 2c' — 4 ♦*). 



•) Segrb, 1. c, n° 7. 

**) Zeuthek, itudes giomitriqu$s d^ quelques-unes des proprUtis de deux surfaces 
dont les points se correspondent un-d-un [Mathematische Annalen, t. IV (1871), pp. 21-49], 
n? 24. La stessa relazione ^ stata ritrovata dal Segre nel n° 5 della sua Nota innanzi 
dtata, applicando la definizione che nella medesima Nota egli d^ dell'invariante P, ad 
un fasdo generico di sezioni piane di una superficie dotata di una curva cuspidale. Per6 
ivi manca il termine r' dovuto al rango di questa curva, termine che non deve essere 
omesso, perch^ fra i piani del fasdo considerato, che tagUano la superfide data secondo 
una curva fornita di un punto doppio, h da computare gli r' piani tangenti alia curva 
cuspidale, dascuno di questi sonuninistrando per sezione una curva, la quale possiede 
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^ ^ ^^ -i ma I 'i - , ^ ...-■-.-■■ ■ ^ — ■ ■- _».._fc^_ 

Quindi dal confronto di questa formola con la precedente^ segue intanto : 

Q-^ Sp -j- 2a -{- n — a = r' -}- ^n' -^ 2c' -^ 9. 

Inoltre il genere aritmetico della superficie F, , che 6 qucUo stesso P, 
della superficie Fy viene espresso dalla formola : 

(17) 24(P. + I) = c - 12a + 24«' + P' + 3r' - 15^' + 2<i', 

dove a, n', c', r' e <y' hanno i significati gid loro attribuiti; P' rappre- 
senta il numero dei punti stazionari della curva cuspidale, e c la clas^e 
della sviluppabile dei piani tangend stazionari, per la quale nel caso attuale 
^ [4, «)] ^ = o *). Con cio dalle due relazioni precedenti, eliminando 



due rami semplid che si oscuiano nel punto M in cui esso piano tocca la curva cu- 
spidate, epper6 ha il genere di un*unit^ inferiore a quelio della sezione operata con un 
piano arbitrario. Ci6 6 conferraato dall^ propriety che la curva anzidetta ha per imagine 
(Zeuthen, 1. c, n® 5) una curva dotata di un punto doppio nel punto M' corrispoQ- 
dente ad Af nella superficie priva di singolariti^, neUa quale pu6 cssere trasfonnata birn- 
aonalmente la superficie proposta. 

*) Zeuthen, 1. c, n° 27. Anche questa relazione pu6 essere dedotta, senza uscire 
dali*ordine delle considerazioni qui svolte, dalle cose precedenti, nel modo che segue. 
Dalla formola (14), che d4 il numero delle curve dotate di una cuspide e appartenenti 
ad una rete tracdata sopra una superficie algebrica F, priva di singolariti e immersa 
in un iperspazio, si deduce che il numero delle curve medesime diminuito di 24 volte 
il genere della rete considerata, 6 eguale a 24 volte il genere aritmetico della superficie 
F. Si ritrova cosl la definizione di questo invariante data da Severi nel n^ 6 della 
sua Nota giii dtata. Ora se questa definizione si vuole applicare ad una superfide 
F, dello spazio ordinario, dotata di una curva cuspidale, e per semplidtii come rete si 
sceglie quella segata da una Stella di piani, nel calcolare il numero delle curve dotate 
di una cuspide, ^ necessario tener conto di quelle, alle quali sulla superfide trasformata 
F e priva di singolarit^, corrispondono curve cuspidate, sebbene non siano esse stesse 
fomite della medesima propriety. Siffatte sezioni della superfide F, sono quelle ottenute 
con piani della Stella considerata, che sono o osculatori alia curva cuspidale, o tangenti 
nd punti di questa curva alia superfide proposta (Zeuthen, 1. c, n° 5). Essendo cf 
Fordine, r' il rango e fl' il numero dei punti stazionari della curva cuspidale, il numero 
dei piani del primo d^ due gruppi ora accennati ^, per le formole di PlUcker : 

e quelio dei piani del secondo ^ o^, avendo giA detto a' la dasse della sviluppabile dd 
piani tangenti alia superfide F^ nd punti della curva cuspidale. Quindi, osservando che 
dascuna delle curve della superfide F corrispondenti a queste ultime sezioni deve essere 
contata due volte, ed inoltre essendo c la dasse della sviluppabile dd piani tangenti 
stazionari della superfide F, , il numerO totale delle sezioni piane di auesta superfide 
appartenenti ad una rete e aventi per imagine sopn P UOM 
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r', SI ricava : 

donde sosdtuendo ad «', a, c' e <y' i loro valori dati dalle formole (11), 
(11'), (12) e (15), segue: 

c) II numero dei punti stazionari della curva cuspidate della super- 
ficie F, ^ : 

(18) ^' = 2(30?^+ 6U.f 64P — 7« — 6(1 — 40). 

Tale h dunque anche il numero dei piani stazionari della sviluppa- 
bile de' piani tangenti stazionari della superficie F\ Ora la sezione fatta 
in questa superficie da un piano tangente stazionario qualunque possiede 
nel punto di contatto una cuspide; ma se in quel piano coincidono due 
piani tangenti stazionari consecutivi, la singolariti della sezione piana^ nel 
punto di contatto, consiste di due punti doppi infinitamente vicini, ossia 
di un semplice contatto fra due rami della sezione medesima. La stessa 
singobriti si ritrova nella curva C della superficie F, imagine di quella 
sezione plana di F'. II numero di siflFatte sezioni piane di F' essendo p', 
si conclude : 

I. « II sistema \C\ contiene 

p' = 2(30?^ + 60 + 64^ — yn — 6<T — 40); 

« curve, ciascuna dotata di un contatto semplice fra due rami (tacnode) ». 
Dalla forniok precedente segue I'altra : 

^' + i2<T + i4«+ i28p = 2(3o?^-j-6U — 40); 

e questa dimostra : 
n. « L'espressione 

p' -f- i2<T 4- 14W — I28p 

« non dipende dalla scelta del sistema lineare triplamente infinito |C|, e 
« costituisce un invariante relativo della superficie F». 



spide, ^ : 

Infine, essendo fi^ Tordine, a la dasse e ^ il numero delle cuspidi di una sedone plana 
della superfide F, , per il suo genere />' si ha: 

2/)' — 2 = a + ^ — 2 If. 

Ora sottraendo 24// dal numero precedente si ottiene k fomiobi (17). 
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5. La sviluppabile dei piani tangenti stazionari alia superficie F* e 
quelia dei piani bitangenti hanno in coniune non solo i {i' piani tangenti 
inflessionali della prima, perche ciascuno di questi piani taglia la super- 
ficie F' secondo una curva C, la quale, come si 6 gii osservato, possiede 
due punti doppi infinitamente vicini; ma ancora altri y' piani, ognuno 
dei quali taglia la stessa superficie F' secondo una curva C dotata di 
un punto doppio e di una cuspide. I due numeri fi' e y' sono legati alle 
altre caratteristiche della superficie F* dalla relazione *) : 

(19) C'(«'-2)=2<T' + 4{J' + Y', 

nella quale i valori di «', c\ <y' e {i' sono gid noti, essendo rispettivamente 
dati dalle formole (11), (12), (15) e (18). La relazione stessa serve 
quindi a calcolare y'. EfFettuando questo calcolo, ed osservando che a 
ciascuno dei y' piani corrisponde suUa superficie F una curva C, la quale 
possiede le stesse singolariti che presenta la sezione C fatta da quel 
piano suUa superficie F', si conclude: 
L « II sistema \C\ contiene 

(20) Y'=24(?.+;>)(i 2?.+4;>+«+<T-Q- 1 5)-(-48(6P,+«+a-U+7) 

cc curve, ciascuna dotata di un punto doppio e di una cuspide ». 

U numero i* dei piani tritangenti della superficie F' 6 dato dalla re- 
lazione **) : 

(21) 3^' = *'(«' - 2) - 2^' - 3y' - p', 

nella quale sono gii noti i valori di n\ b', ji' e y', essendo rispettiva- 
mente dati dalle formole (11), (13), (18) e (20). Inoltre p', che rappre- 
senta Tordine della curva luogo dei punti di contatto della superficie F' 
con i piani ad essa bitangenti, 6 dato a sua volta dalla relazione ***): 

(22) p' = a(«' — 2) — x' — 2<y'; 

e quindi anche esso 6 noto, perchd a, n' e <t' sono rispettivamente dati 
dalle formole (ii')> (11) ^ (i5)> ^ X'> ^^^ indica il numero dei flessi 
di una sezione plana O della superficie F', della quale sezione si conosce 
il genere p ed inoltre si sa [3, d)] che possiede soltanto punti multipli 



•) Salmon-Fiedler, 1. c, pag. 671, forraola (20). Per le ipotesi fatte suUa su- 
perficie F* ^ a/ == o. Inoltre suppongasi pure Q' = o. 

*) Salmon-Fiedler, 1. c, pag. 671, forraola (19). 

*) Salmon-Fiedler, I. c, pag. 671, forraola (18). Per le ipotesi fatte sulJa su- 
perficie F* h non solo 0/ = o, raa anche ^ = o. 
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ordinariy & somminiscrato dalla formola : 

X' = 3 (« + 2p — 2). 

Perci6 il valore di /' pu6 essere calcolato. Effettuando questo calcolo 
ed osservando che ad ogni piano tritangente delk superficie F' conri- 
sponde sulla superficie F una curva C dotata di tre punti doppi, si con- 
clude : 

n. <c n sistema \C\ contiene 

|(i2P. + 4/) + n + (i-a+io)^ 

— 02^. + 4/> + « + <^-"+io)(48P. + 4ip + 2fi + (T — U+io) 

+ ^(^7^ Pa + 53) + t("3 + 3434P - i75« - 223(1 - 2230) 

« curve, ciascuna dotata di tre punti doppi ». 

Si osservi infine che dai risultati esposti nella presente Nota si de- 
ducono quclli gii ottenuti da Caporali nella sua Memoria in principio 
citata, ricordando che sul piano si ha : P^ = o, U = 10. 

Roma, febbraio 1905. 

Marino Panne lli. 



SULLE SUPERFICIE ALGEBRICHE LE QUALI CONTENGONO 

UN FASCIO IRRAZIONALE DI CURVE. 

Nota di M. de Franohis, in Messina. 



AdunanzA del %} aprile 1905. 



£ noto, dietro i lavori dei sigg. Severi ed Enriq.ues *) che la 
condizione necessaria e sufEciente, afHnch^ una superficie algebrica con- 
tenga integrali di Picard di seconda (od, in particolare, di prima) specie, 
^ che la superficie sia irregolare e, perch^ ci6 accada, occorre e basta 
che la superficie contenga sistemi continui di curve algebriche, non con- 
tenud totalmente da sistenii lineari. I piu semplici sistemi continui di 
curve, non contenuti totalmente da sistemi lineari, sono i fasci irrazionali, 
cioe quei sistemi oo', non lineari, di curve algebriche, tali che per un 
punto qualsiasi delle superficie passi una sola curva del sistema. 

Ora sorge spontanea questa domanda : qual'f^ la condizione trascen- 
dente perch^ una superficie algebrica possegga un fascio irrazionale di 
curve ? A questa domanda risponde il seguente teorema, la cui dimostra- 
zione t \o scopo della presente Nota : 

La condi:^one necessaria t sujfficiente affincht una superficie algebrica 
possegga un fascio irraxionah di curve t Vesisten^a di due, almeno, inte- 
grali di Picard di seconda fo, in particolare, di prima) specie, algebrica- 
mente indipendenti, i quali siano Vuno fun:^one delValtro. 

Volendo anche occuparsi degHntegrali di Picard di 3* specie, a tale 
condizione pu6 sostituirsi Taltra (piu espressiva quando voglia stabilirsene 



*) Severi, Sulle superficie algebriche che posseggono integrali di Picard della 
seconda specie (Rend, della R. Ace. dei Lined, t. XIIIj , 2° sem., 1904). Enriques, 
Sulla proprictd caratUristica delle superficie algebriche irregolari (Rend, della R. Ace. 
delle Sdenze di Bologna, 1905). 

Rtmd. Cire. MsUm. Fukrmu, t. XX (190$). — Stampato U la maggio 190$. 7 
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la sufficienza) della tsisUn:^a di due, almeno, inUgrali di Picard (di specie 
qualunque) \lgebricamente indipendenti *)y i quali siano I'uno fun^ione 
delVdiro. 

La via che io seguo per dimostrare ci6 h, in sostanza, quella che 
mi i servita per stabilire quali siano i piani doppi dotati d'integrali di 
Picard di prima specie **). Riguardo anzi alia mia Noca sui piani doppi, 
osservo, di passaggio, che, diecro i predetd teoremi di Severi ed Enri- 
Q.UES, si possono togliere le restrizioni superfine contenutevi (dot I'esi- 
stenza di due almeno int^raU di Picard di prima specie) e conchiudere, 
senz'altro, in base al fatto che il piano doppio conterri necessariamente 
(se condene integrali di Picard di prima specie) o un solo int^^le di 
prima specie con due periodi o pid integrali di prima specie **^y che i 
piani doppi irregolari sono solo quelli che posseggono fasci ellittici od iperel- 
liUici ciot quelli la cui curva di diramaxione si compone di 2ic-f-2(ir^i) 
curve di una stesso fascia, spoglie ddle loro eventuali componenti multiple, con- 
tate il massimo numero pari di volte possibUe. L'irregolariti p — />.=w ****). 

1. Sia f(jxyz^ = o I'equazione di una superficie algebrica (irredu- 
dbile) e supponiamo anzitutto che questa superficie possegga un fascio, 
irrazionale, di genere w, di curve algebriche. Le curve del fascio saranno 
curve lungo le quali tra due certe funzioni razionali : 

passa una certa relazione algebrica, di genere ^, 

g(k, (a) = o. 
Consideriamo due integrali abeliani di seconda (od, in particolare, di 
prima) specie, algebricamente indipendenti, legati all'equazione g(\y K')=0- 



*) Due integrali di Picard di specie qualunque li dico algebricamente indipendenti 
quando nessuna loro combinazione lineare sia una combinazione algebrico^ogaritmicay 
doh sotnma di una funzione razionale e di un logaritmo di funzione razionale. Sin- 
tende che, in particolare, deve considerarsi, come combinazione algebrico-logaritmica, 
una costante od una funzione razionale. 

*^) / piani doppi dotati di due o piii differeniiali totali di prima specie (Rend. 
della R. Ace. dei Lined, t. XIII ^ , i° sem., 1904). 

***) Castelnuovo, Sur Us intlgrales de diffirentieUes totales apparUnant i une 
surface irrigulUre (Comptes Rendus de TAcad^mie des Sciences, t CXL, pp. 220-222, 
23 Janvier 1905). 

••••) Quest'ultimo fatto, che si pu6 anche stabilire in base al lavoro citato del 
sig. Castilnuovo, pub verificarsi direttamente, calcolando effettivamente p^ e ^^ . 
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Q6 si potri certo fare, essendo w ^ i . Siano / R(\, p.)^, / S(\, P')dX 

qucsti integrali. Gllntegrali / ^(9, ^)d(fy I SQf, ^)d(f sono allora due 

int^[rali di Picard di 2^ (o di i^) specie, algebricamente indipendenti, 
ma funzioni I'uno dell'altro, appartenenti alia nostra superficie. Anzi si 
vede da qui che esistono sulk superficie % integrali di Picard di i* specie 
ed altri ic di 2' specie (tutti algebricamente indipendend, ma ciascuno 
funzione d'ogni altro) /,,/,,..., /^; /^^,, /^^,, . . . , /,^, i quali 
pigliano valor costante lungo ogni curva del fascio; tutti gl'lntegrali di 
Picard i quali pigliano valor costante lungo queste curve sono, se di 

I* specie, della forma ^^4/1,, e, se di 2* specie, della forma 

ove le a e le & sono costand e G i simbolo di funzione razionale. 
La condizione da noi enundata t dunque necessaria. 

2. Siano viceversa /= I Pdx-j- Qdy, /, = jP^dx-^ Q^dy 

(P, Q, P, , Q, funzioni razionali di x, ^, :^) due mtegrali di Picard, 
algebricamente indipendenri *), appartenenti alia superficie /(x)f:() = o. 
Supponiamo che Tuno sia funzione dell'altro, cio& che, su tutta la su- 
perficie, sia P Q — P O = o. Consideriamo allora la funzione razionale 

P Q 

(di Xyy,:Q 9 = -^ , ed osserviamo che, su tutta la superficie, 9 = ^ , 

sicch^ 9 & fattore int^ante del differenziale Pdx-\' Qdy^ appunto 
perchd P^dx-\' Q^dy i (sulla superficie) un diflferenziale totale **). D*altro 
canto, lo stesso Pdx-^ Qdy h un differenziale totale, dunque I'integrale 
deirequazione difierenziale 

Pdx'\- Qdy = o 
d 9 = >, > essendo una costante arbitraria. Sicch£ il rapporto : 

d'k ^gdx -f- <fydy 

dJ~ Pdx+ Qdy 



*) Non esdudianio die qualcuno di essi, od entrambi, siano di 3* specie. Riguardo 
al senso della frase algebricamente indipendenti, ripetiamo che s'intende non esistere 
combinazione lineare dei due integrali che sia algebrico-logaritmica. 

**) In tutto db, e nd seguito, conviene sempre pensare alia :( come funzione 
algebrica £ x, 7 definita dallt /(x, y, ^^ ^* 
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i, suUa superfide, uguale ad una funzione (certo razionale) di x, y, :^, 
che denodamo con ^. Anche ^ & un fattore integrante deU'equazione 
differenziale Pdx -}- Qdy =i o. E, poich6 il primo membro di questa fe 
un di£ferenziale totale, Tequazione predetta amniette come integrate ^=(^9 
ove p. & una costante arbitraria. Tra X = f e p. = 4^ passa quindi una 
relazione, la quale i certo algebrica, potendosi ricavare eliminando y Q7i 
(ed in cons^uenza x) dalle tre equazioni f{xyx) = o, ^{xy^O ^= a, 
K^)'0 = K- Sia 

G(X, (.) = o 

questa relazione, ove G(X, [x.) ^ un polinomio intero in \ (t. Siamo 
certi che G[9(x)^:(), 'Kx)^:^)] 6, sulla superficie, identicamente nuUo. 
Anche animesso che G(>., (x.) = o possa essere riducibile, stacchiamone 
la parte irreducibile ^(>, p.) = o tale che ^(9, vj;) sia, sulla superficie, 
identicamente nuUo. La relazione ^(>, (jl) = o 6 certo di genere > o, 

appunto perchfi Tintegrale j Pdx -{- Qdy = j — non si riduce, per 

ipotesi, ad una combinazione algebrico logaritmica. 

II fatto che le curve (aigebriche) secate sulla superficie dai fasci 
9 = X, ^j; = [iL (X, (t costanti arbitrarie) sono integrali dell'equazione diflFe- 
renziale Pd x -{- Qdy = Oy trae seco che tali curve sono composte coUe 
curve di un medesimo fascio. E qui due casi possono darsi : o le curve 
lungo le quali X e p. sono contemporaneamente costand sono irreducibili, 
ed allora tal fascio d quello definito dalle tre equazioni 9 = X, ^ = p., 
g(\^ p.) = o, ed il fascio e irrazionale, perch^ il genere della relazione 
sO'f P*) ^ I> o; owero quelle curve constano di m(> i) pard irredu- 
cibili variabili in un fascio. Le m-ple di curve del fascio cosl ottenute 
formano, in questo caso, entro alia serie 00' fascio, una involuzione ir- 
raxionah, quindi il fascio h certo irrazionale. 

In conclusione : VtsisUnxa di due integrali di Picard algebricamenU 
indiptndtnti ma futiTiioni Vuno dall'altro t condiT^ione, oltre che necessaria, 
anche sufficiente per Vesisten^a sulla superficie di un fascio irrazionale. 

3. Riguardo alia dimostrazione precedente, occorre notare che le 
aondizioni analitiche che intervengono in essa sono queste : gHntegrali 

I P^dx -{- Q^dy ed j Pdx '•\' Qdy siano funzioni Tuno delFaltro, il 

secondo non si riduca ad una combinazione algebrico-logaritmica, e le 
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fiuizioni razionali 9 = -^ e 4^ = -^ non si riducano, sulla superficie 

fixyi) = o, a costanti. Perchfe queste ultime due condizioni siano sod- 
disfatte, I'ipotesi che nessuna combinazione lineare dei due integral! sia 
algebrico-logaritroica t sovrabbondante, bastando evidentemente I'akra, piCi 
ristretta, che fra essi non passi alcuna relazione lineare (oitre a quella 
fatta che ii secondo integrate non sia una combinazione aigebrico-loga- 
ritmica). Basta dunque la conoscenza di due integral! si£fatti perchd si possa 
conchiudere I'esistenza di un fascio irrazionale. 

4. lo gii misi in evidenza il fatto che sopra una superficie, sulla 
quale esista un'involuzione razionale di 2° grado, due integral! di Picard 
di I* specie sono necessariamente funzioni Tuno dell'altro *). £ probabile 
che, in ogni caso, la conoscenza del grado m di un'involuzione razionale 
di gruppi di punti esistente sulla superficie abiliti a fissare un valore 
(funzione di m), dell'irregolariti p — /)^ , al di li del quale la superficie 
debba necessariamente contenere integral! di Picard, di i* specie, linear- 
mente indipendenti e funzioni Tuno dell'altro. In tal caso, si dedurrebbe 
Tesistenza sulla superficie di fasci irrazionali. Riservandomi di tornare 
suU'argomento, non mi sembra inutile fare osservare che, se pa<! — 1> 
la superficie contiene certo fasci irrazionali. Basta notare che, in tal caso, 
essendo p — />«!>/>*+ i> si possono prendere sulla superficie /> 4~ ^ 
integral! di Picard di prima specie linearmente indipendenti. S!a/(xyjQ=o 
I'equazione (di grado n) della superficie e siano 

^h— J 7 (» = I| 2> '" * Pg + V 

tali integral!. Se Tintegrale /, iU2n ^ funzione di nessuno degli altri, sard, 
per qualunque valore di h compreso tra 2 e /> 4" -^> 

ove Ry e un polinomio aggiunto ad / = o, e di grado n — 4 **). 

I poUnomi aggiunti ad /=o, di grado n — 4, linearmente indipen- 
denti, sono in tutto p , ma le relazioni (a) sono p -{- i, dunque si 
avri una relazione del tipo : 



*) Vedasi la mia Nota, gi^ citata, sui piani doppi. 

**) Picard et Suiart, Thiorie des fonctions algihriques de deux variables indi- 
pendantes, t I, pag. 139. 
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quindi Tintegrale /, i funzione deU'integrale 






Sicchi suUa superficie esiste un fascio irrazionale di curve. Condu- 
dendo : 

Le superficie, il cut genere arittnetico i minor e di — i, conUngano 
fasci irra:^ionali di curve *). 

Messina, tprile 1905. 

M. DE Franchis. 



^ II prof. Castelnuovo, cm comunicai questi miei risultati, mi risponde che 
Egli ed il prof. Enriques sono pervenuti tgli stessi teoremi; anzi, proseguendo la 
ricerca, sono riusdti a caratterizzare completamente le superfide col ^^ ^ — i, ed a 
dimostrare Tesistenza di un fascio irrazionale di curve su quelle superficie per le quali 

pg > ^Pb + 3. 



SULLE SUPERFICm 
AVENTI IL GENERE ARITMETICO NEGATIVO. 

Nota di 6. Castelnuovo, in Roma. 

(Estratto da una Lettera al Pro£ M. de Franchis). 



AduiunsA dd 14 maggio 1905. 



Come Ella accenna alia fine della Sua bella Nota *), il sig. Enri- 
QUES ed io siamo pure pervenuti ai teoremi da Lei dad. E spingendo 
pi£i oltre Tanalisi fondata su quel concetti, veramente fecondi, siamo 
giunti a nuovi risultati, che presentano qualche interesse. Penso perci6 
di comunicarle qui la parte di queste ricerche, cui ho principalmente 
contribuito, lasciando al sig. Enriques la cura di esporre i risultati a 
lui dovuti, che si riattaccano ad un suo recente lavoro. Come Ella vedri, 
I'lnsieme di queste ricerche permette di caratterizzare in modo completo 
le superficie> che hanno il genere aritmetico negativo, le quali si riducono 
ad un numero ristrettissimo di tipi. 

I. Anch'io parto, come Lei, dal teorema che una super fide, sopra 
cui un integrale semplice di prima specie b funxjone di un altro integrale 
siffaito, possicde un fascio irraxjonale di curve **). Io dimostro questo teo- 
rema con un ragionamento fondato sullo stesso concetto di cui Ella si 
vik, ma forse piil breve; mi limito ad accennarlo qui. 

Siano / = / Pdx -f Qdy^ Ii = I P^dx -{- Q^dy due integral! di 



*) SulU supirficie algehrichey le quali contengono un fascio irra\ionaU di curve 
fqocsti Rendiconti, t. XX (1905), pp. 49-54 (adunanza del 23 aprile 1905)]. 

••) Parlo di integral! di prima specie^ sebbene, come Ella nota giustamente, il 
(CQreaaa valga, con qualche restiizione, anche per gli integrali di specie superiore, perch6 
^ qucsti ultioii DOD facdo use nel seguito. 
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prima specie della superficie /(x, y, x.) =: o, Itnearmente indipendend, ma 

funzione uno dell'altro; P, Qy P, , Q^ sono funzioni raziooali deile va- 

riabili x, y, x. legate dall'equazione / = o. In vircfi della ipotesi &tta, 

sari identicamente nuUo il determinante jacobiano PQ^ — P, Q. Segue 

p 
che -^ 6 un fattore integrante dell'espressione diflferenziale Pdx-\'Qdyy 

p 

che & gii un difierenziale esatto. Si conclude che -^ i funzione dell'in- 

tegrale /, o, se si vuole, che / = P I -^ i . 

p 

Dunque le curve del fascio -^ = i (costante) sono curve di livello 

per Tintegrale /. Ma ci6 non & possibile, a meno che quelle curve non 
si spezzino in piCi pard variabilis giacch^ alcrimend / sarebbe un int^ale 
abeliano di prima specie di una funzione rationale di k; sarebbe quindi 
una costante. Concludiamo che le pard variabilis componend le dette 
curve, formano un fascio irrazionale, del quale fascio (ente algebrico oo*) 
/ ed /, sono integrali abeliani di prima specie. II genere del fascio i 
dunque non inferiore a 2. 

2. Go premesso, si presenta naturale la domanda : « Supposto che 
(i) l^=Jp^dx+ Q,dy (A=i, 2, ...,i) 
siano ^ ^ 2 integrali di prima specie, linearmente indipendend, che una 
superficie data possiede, come si riconosceri se un integrale ^\Ii, sia 

funzione di un altro integrale dello stesso dpo ^K-foij? ». Naturalmente 

le X e le p. devono cosrituire due sistemi di valori n6 tutti nulli, ne pro- 
porzionali. 

La risposta ^ immediata. 

Si formi il determinante funzionale dei due ultimi integrali, e si 
uguagli a zero idendcamente. Un facile calcolo permette di scrivere Ti- 
dendti sotto la forma 

(2) Zu (\ I*. - \ h) iP, Q, -P,Q,) = o, 

dove per hk si devono porre le combinazioni binarie dei numeri i, 2, ..., d, 

3. Data una superficie /(x, _y, :^) = o, che abbia il sistema complete 
(i) di int^rali linearmente indipendend di prima specie, non si cono- 
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sceranno, in generale, relazioni pariicolari del tipo (2) tra i binomi 
Pj Q^ — Pjk Cfc • Ma relazioni lineari, di tipo generale, tra quei binomi, 
potranno esser note a priori, in virti della seguente considerazione, cui 
EUa stessa ricorre. Si sa *) che, se il binomio sopra scritto non fe identica- 
mente nuUo, esse puo porsi sotto la forma 

dove /^' = ^ , e 9j,j h un polinomio, d'ordine n — 4, aggiunto alia 

superficie /, d'ordine w. I -^^ binomi analoghi, che si possono 

formare adoperando i d integrali (i), dAnno dunque luogo ad altrettante 
superficie d'ordine n — 4 aggiunte alia /. Ma se il genere geometrico 

p^ di questa c inferiore a -^^ ^ , se dunque 

(3) p^ = 'Jl^-^ (S>0), 

tra i polinomi %^ , e quindi tra i binomi P^ Q^ — ^iQhi devono passare 
S identiti lineari, distinte tra loro: 

(4) Zw 9t (P, Q,-PkQd = o (. = 1,2.... 8). 

Le f^^l formano X sistemi di -^^ ^ costanti. Insieme alle iden- 

titd (4) sussistono quelle, che si ottengono combinando Unearmente le 
(4). Fra le identiti cosl formate, ve ne sari qualcuna che possa scriversi 
sotto la forma (2) ? In altre parole : si potranno trovare X parametri 

^1 > ^a • • • ^*> ^00 ^^^^ nuUi, e tali che sussistano le —^^ relazi 



om 



(5) l.''i9Tk = \V'k — \V'k^ 



t«i 



dove ^, , ^a , ... ^^ e (i., , (i.^ , ... p.^ sono due sistemi di quantiti, an- 
cora indeterminate? 

La questione si presenta in una forma molto semplice, se si ricorre 
al linguaggio geometrico. Consideriamo infatti le p'j] come coordinate 
omogenee di S punti A^y ..., A^, ..., A^ di uno spazio 5 con 



•) Cfr. PiCARD-SmART, Thiorie des fonctions algibriques de deux variables indi- 
^cndantts, X. I, pp. 137-139. 

Rtmd. Cir€. MsUm, FuUrmo, t. XX (190$). — Sumpato il 13 maggio 190$. 8 
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-^ — I dimensioni. Mora il primo membro della (5) ci forui- 

see (per A, fc =1^ i, 2, . . . , J) le coordinate di un punto generico dello 
spazio 5^_^ determinato dai punti A^y , . . y A^. U secondo. membro 
delle (5) ci dk pure le coordinate di un punto dello spazio ambiente S, 
ma di un punto particolare, precisamente di un punto costretto a g^cere 
entro alia varieti algebrica Fa 2(jd — 2) dimensioni, che rappresenta 
in 5 (nel senso di Klein) Tinsieme delle rette di uno spaao sl d — i 
dimensioni (^^ , X^ , . . . , \y La questione sopra enunciata si traduce in 
questa : « Lo spazio S^__^ e la varieti algebrica V z 2{d — 2) dimensioni, 

contenuti entro lo spazio 5 a — ^ — i dimensioni, avranno qual- 

che punto comune?». Certamente se 

ossia, tenuto conto della (3), se 

Ricordando ora che il numero d degli integrali semplici, di prima 
specie, linearmente indipendenti, i uguale *) alia diflferenza p — p^ tra 
i generi geometrico ed aritmetico della superficie, trascrivero quella con- 
dizione cosl: 

Approfittando dei vari risultati ottenuti, si puo dunque enunciare 
il teorema: 

Sc tra il gtncrt geometrico ed il genere aritmetico di utia superficie 
passa la disuguaglian^^a (6), la superficie contieite un fascio irra:i^io9iale di 
curve, fascio il cui genere t superiore od uguale a 2. 

4. La (6) 6 verificata certamente sq p^ ^ — 2 , giacchfi, per defi- 
nizione, si ha p ^ o. Si ritrova cosl il Suo teorema, secondo il quale 
una superficie con p^ <^ — i possiede un fascio irrazionale di curve. Ma 
si pu6 precisar di piu il risultato, facendo vedere che queste curve sono 
razionali, e che quindi **) la superficie pu6 trasformarsi birazionalmente 



•) V. la mia Nota dci Comptes Rendus dc TAcad^raie des Sciences del 23 gen- 
naio 1905, c le diinostrazioiii dello stesso teorema date dai sigg. Picard e Severi 
(Comptes Rendus, 3 aprile 1905). 

*) ENRiauES, Mathem. Annalen, LII (1899), pp. 449-456. 



••"^ 
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in una rigata. Basta far uso perci6 di un raglonamento, di cui il sig. 
Enriques si t gii valso in altra occasione *), e che qui riporto per 
maggior chiarezza. 

Sia 77 > o (se 6 possibile) il genere della curva generica del fascio, 
t:' > o il genere del fascio, \ il numero delle curve del fascio, che pos- 
s^gono un punto doppio. Allora Tinvariante / di Zeuthen-Segre fe 
espresso dalla formola **) 

/ = A + 4(7. -0(7.' -I)- 4. 

Tenendo conto della relazione di Nother 

/ + /.<" = 12;,. + 9 

(dove p^*' 6 il genere lineare della nostra superficie, che, nelle ipotesi 
fatte, puo supporsi priva di curve eccezionali) ***), quella formola diviene 

(7) A + 4('^ - 0(^' - + f' = ^^Pa + 13. 

Ora qui h certo A^o, ed 6 inoltre p^'^X i, per la ipotesi fatta ****). 
II primo membro dunque e maggiore od uguale ad i ; precisamente, 
perche risulti uguale ad i, e necessario che sLi w= i, oppure 7u' = i. 
II secondo membro invece c negativo, se p^ <; — i. £ dunque assurda 
Tipotesi che le curve componenti il fascio irrazionale siano irrazionali, 

Concludiamo : 

Ogni superficie, il cui genere aritmetico sia inferiore a — i, pub tra- 
sjormarsi biraxionalmenie in una rigata ; il genere della rigata vale, come 
h noto, — p.. 

5. Ritorniamo alia fbrmola (6). Essa permette di discutere, almeno 
in parte, anche il caso p^^= — i. Vedianio infatti, anzitutto, che, se 
p 2^ 2, la superficie contiene un fascio irrazionale di curve, fascio il cui 
genere ^ 1^2, e la cui curva generica e ellittica, in virtu della (7). Dunque: 
una superficie, il cui genere numerico valga — i^ ed il genere geomeirico 
superi i, contiene un fascio di genere ^ 2 di curve ellittiche. 

Rimangono da trattare le ipotesi p^ = — i, p = o, i. Ma la 
prima (p^ = — i, p — o) conduce ad un tipo di superficie dotate di 



•) Annales de la Faculty des Sciences de Toulouse, 2* s^rie, t. Ill, pag, 83. 
••) Castelnuovo ed Enriq.ues, Sopra alcune questioni fondamentali nclla ttoria 
delle superficie algebriche [Ann. di Mat., s. Ill, t. VI (1901), pp. 165-225], n? 6, Oss. 
*) Castelnuovo ed Enriques, 1. c, n° 18. 
*) Castelnuovo ed Enriques, 1. c, n** 20. 
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UQ fascio ellicdco di curve, e di un fasdo razionale di curve eUicdche, 
superficie, che vengono accuratamente studiate in un lavoro del sig. En- 
RiQUES *)• La seconda ipotesi invece (p. = — i, p = i) conduce a 
superfide, la cui rappresentazione analidca (mediante funzioni abeliane di 
due variabiii) diede luogo a profonde ricerche dei sigg. NOther, Picard 
c PAiNLEvfe **) ; queste superficie sono rappresentabili, in modo semplicc 
o multiplo, sulle superficie iperellittiche. 

Non mi fermo sulla discussiooe ulteriore^ che qui si presenterebbe, 
giacchfe essa verri condotta a termine dal sig. Enriqjljes ***), Mi limito 
ad enunciare il seguente teorema, che riassume i principali risulud di 
questa mia ricerca : 

Ogni superficie, il cui genere aritmetico sia negativo, appartiene ad uno 
'dd seguenti iipi: 

i) super fidt contenente un fascio irra^ionale (di genere — p^) di curve 
ra^iotiali ; una tal superficie ha />. = o, e pub trasformarsi bira%ionalnunie 
in una rigata; 

2) superficie contenente un fascio di curve ellittiche (p. = — i> p. ^o); 

3) superficie iperellittica semplice multipla (p. = — x, p = i). 
Risulteri poi dall'ultimo lavoro citato del sig. Enriques che il fasdo, 

di cui si parla nel caso 2), ha esattamente il genere p.» e che la rela- 
tiva superficie contiene un secondo fascio, ellittico, di curve. 



Roma, 28 apiile 1905. 



G. Castelnuovo. 



•) Sulle superficie algehriche di genere geometrico xero [questi Rendiconti, L XX 
(1905), pp. I -3 3 (adunanza del 5 niarzo 1905)]. 

••) Si veda, ad es., la Memoria del sig. PainlevS inserita nel t. XXVII (1903) 
degli Acta Mathematica. 

***) Si veda la Nota : Sulle superficie algehriche che ammetlono un gruppo continue 
di trasformaiioni bira:^ionali in sh stesse [questi Rendiconti, t. XX (1905), pp. 61-72 
(adunanza del 14 maggio 1905)]. 



SULLE SUPERnCIE ALGEBRICHE 

CHE AMMETTOKO 

UN GRUPPO CONTINUO DI TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI 

IN Sfi STESSE. 

Nota dt Federigo Enriques, in Bologna. 



Adunania del 14 maggio 1905. 



La profonda analisi delle superficie che posseggono un gruppo con- 
tinuo di trasformazioni birazionali in s6 stesse, iniziata dal sig. Picard 
e completata (particolarmente nel caso eliittico) dal sig. PAiNLEvi, ha 
condotto a determinare tre famiglie di superficie : 

i) superficie con un gruppo oo' razionale, riferibili a rigate; 

2) superficie (ellittiche) con un gruppo oo' eliittico, le quali ven- 
gono caratterizzate dall'esistenza di due fasci di curve di ugual modulo : 
un fascio, razionale o irrazionale, di curve ellittiche (traiettorie del gruppo), 
ed un fascio eliittico di curve di genere comunque elevato; 

3) superficie (iperellittiche) con un gruppo permutabile oo*, rappre- 
sentabili mediante funzioni uniformi quattro volte periodiche di due pa- 
rametri e riferibili alia varietd delle coppie di punti di una curva di ge- 
nere due. 

Ogni superficie che ammetta un gruppo continuo di trasformazioni 
birazionali appartiene ad una (akneno) delle tre famiglie sopraindicate, 
per cui fe data una rappresentazione parametrica caratteristica *). 

Le ricerche accennate esauriscono dunque il problema di classificare 
le superficie con un gruppo continuo di trasformazioni birazionali; sorge 
bensl un'altra questione cio6 « se le tre famiglie di superficie che ammet- 



•) Per le superficie che ammettono un gruppo piii volte infinito di trasforma- 
zioni, vedasi Testensione del teorema di Schwarz nella Nota di Castelnuovo- 
EnriqVes (Comptes rendus de TAcad^nie des Sciences de Paris, 29 juiUet 1895). 
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tono un gruppo continuo di trasformazioni birazionali possano caratte- 
rizzarsi, separatamente o nel loro insieme, mediante i valori dei loro 
caratteri invarianti (il genere numerico /)^, il genere geometrico /> , ed 
in generale i plurigeneri P.) come accade nel caso delle curve ». 

A tale domanda porge una risposta semplicissima la presente Nota. 
Si ha il teorema : 

La condi[ione necessaria e sufficiente affinchb una superficie, non ra- 
:^ionak, ammetta un gruppo continuo di irasforma:^oni bira:(ionali in st, b 
che il suo genere numerico sia mgativo : 

p. < o. 

Le superficie per cut 

appartengono alia prima famiglia, dot sono riferibili a rigate. 
Le superficie per cui 

P. = — I 
sono ellittiche (con un fascio dt genere p di traiettorie) o iperellittiche, quer 
St' ultimo caso presenlandosi soltanto per p = i. 

Si possono distinguere i due cast, ellittico ed iperelliuico, corrispondenti 

ai valori 

Ps = — ^y Pg = If 

considerando il quadrigenere P^: per 

si hanno superficie ellittiche possedenti un gruppo di trasformazioni oo* e 
non piii ampio; per 

si hanno superficie iperellittiche possedenti un gruppo permutabile oo*, il 
quale in casi parricolari (riducibilitd dei periodi degli integrali) ammette 
due sottogruppi ellittici oo*. 

£ da notare che tra le superficie ellittiche con p = o trovansi in 
particolare superficie rientranti anche nella i* famiglia (rigate), le quali 
contengono infiniri gruppi ellittici oo', ed anche gruppi piu ampi. 

A questo proposito mi sia permesso ricordare, come la famiglia 
delle rigate sia stata caratterizzata nei miei recenri lavori, che avr6 occa- 
sione di citare fra un momento, mediante le condizioni: 

P, = P, = o. 

Prima di svolgere brevemente la dimostrazione dei teoremi enun- 
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ciati, dir6 qualche parola intorno alio sviluppo delle idee che mi vi hanno 
condotto. 

Questo studio costituisce una estensione di quello che recentemente 
ho compiuto sulle superficie di genere i>^ = o *), riuscendo appunto a 
dimostrare che per 

si hanno superficie appartenenti alia famiglia delle rigate, e per 

Pg = Oy Pa = — ^ 
superficie (ellittiche) possedenti un gruppo oo* di trasformazioni le cui 

traiettorie formano un fascio razionale. 

Ma, mentre Testensione riesce per una parte esente da una difficolti 
cssenziale propria aU'ipotesi p =: o, essa esige d'altra parte la conoscenza 
d'un fatto nuovo. 

Tale conoscenza viene fornita [oltrechd dalla conclusione a cui 
hanno portato gli studi di Severi, Enriques, Castelnuovo — e d'altra 
parte di Picard — sugli integrali appartenenti ad una superficie irrego- 
lare **)] da certe considerazioni sulle superficie, per cui alcuni integrali 
picardiani sono funzioni Tuno deU'altro, che dinno il teorema enunciato 
nel § I. 

II sig. Castelnuovo ed io c'incontrammo nello sviluppo di queste 
considerazioni, ritraendone, indipendentemente, la veduta che esse per- 
metterebbero di caratterizzare le superficie di genere p^ <^ o, cio che io 
attuo qui in rapporto alle mie ricerche precedentemente citate. 

Frattanto veninimo a conoscere che il sig. de Franchis ***) ci aveva 
in parte preceduto, stabilendo che una superficie per cui un integrale 
picardiano ^ funzione di un altro (algebricamente indipendente) contiene 
un fascio irrazionale di curve, e deducendone in particolare che ogni 
superficie di genere p^ <C — ^ possiede sempre un tal fascio. 

n sig. DE Franchis non ha awertito che di qui era iecito senz'al- 



*) Sur les surfaces dgihriques de genre xero [Comptes Rendus, 27 ftvrier 1905]. 
Sulle superficie algebriche di genere geometrico xero [questi Rendiconti, t. XX (1905), 
pp. 1-33 (adunanza del 5 marzo 1905)]. Qter6 questa Memoria con {A), 

••) Ad una superiide irregolare iPm<ipg) appartengono p^ — p^ integndi di 
1* spede, con 2 (fig — pa) pcriodi. Cfr. Castelnuovo, Comptes Reodusy 23 Jan- 
vier 190$. Vedasi poi la nuova dimostrazione di Sevbri: Con^tcs RflT' torkc^ 
Cfr. d'altra parte Picard, ibidem, 16 Janvier et 3 avrii 1905. 

***) Cfr. la sua Nota in questi Rendiconti, t XX (190S) 
23 aprile 190$). 
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tro dedurre b « riferibilird a rigate delle superfide per cui p^ <^ — 1 1, 
in virtu di un noto procediniento *), che anzi io stesso ho avuto gii 
occasione di applicarj a questo caso concreto [anche uldmamente — in 
(^A) — per giungere al niedesinio teorema di riferibiiiti colla condizioDe 
aggiuntiva /> = o, che era si ^ chiarita superflua]. 

D'altra parte, le considerazioni che il sig. de Franchis svolge per 
p^ <^ — I , venivano da noi riferite piil generalmente al caso di un ^^ 
qualunque abbastanza piccolo rispetto a /> , come il sig. Castelnuovo 
esporri in una Lettcra resa pubblica in questi Rendiconti, insieme alk 
prescnte Nota. 

I. Monanio dal seguente teorema: 
« Ogni superficie per cui 

contiene un fascio irrazionale, di genere ]> i, di curve » **). 
In particolare la diseguaglianza precedente t soddisfatta per 

/>-<-! (/>, ^ o)- 
Allora designando con p > i il genere del fascio, con tc il genere 

delle curve A' di esso, con A(^o) il numero delle K dotate d'un 

pun to doppio e con p^'* il genere lineare della superficie, si pu6 calco- 

lare Tinvariante di Zeuthen-Segre in rapporto al fascio delle K, e si 

trova ***) 

i2/>. - p''' + 9 = A + 4(p — i)(7r -0-4, 

da cuiy esscndo 

Pa^ — ^^ ^^^y P^2, 

si deduce 

ci6 che porta tt = o e la rifcribilitd delle superficie ad una rigata di 
genere — p. > i f)- 

Dunque le superficie per cui p. < — i sono riferibili a rigate ff )• 



•) Castelnuovo-Enriques, Annali di Matcmatica, s. Ill, t VI (1901), pp. 165-225. 
*•) Cfr. Taccennata Lettera del Castelnuovo al db Franchis [questi Rendioontf, 
t. XX (1905), pp. 55-60 (adunanza del 14 maggio 1905)]. 

**•) Casti LNUOVO-ENRIQ.UES, Annali di Mateniatica, I. c, n° 6, Oss, n° 21. 

f) Casthlnuovo-Enriques, 1. c, n° 21. 

ft) AUo stesso resultato giunge anche il sig. Castelnuovo neUa dtata Letten. 
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2. Pongasi 

e si distinguano i tre casi : 

Pi = ^> ^^ > ^> Pg = ^• 

II primo caso 6 gii esaurito (^A), e conduce a superficie ellittiche 
le cui traiettorie sono curve (ellittiche) di un fascio razionale. 

3. Riferiamoci al 2° caso : 

La diseguaglianza del § i ^ soddisfatta ; pertanto alia superficie ap- 
partiene un fascio di genere p ]> i di curve K, E, conservando le desi- 
gnazioni del § i, avremo similmente 

i2/>, - p''' + 9 = A + 4 (P - 0(^ — - 4, 
dove ora si ha: 

A^o, p>i, />*'^^i, />a = -i; 

si deduce quindi 

w = I, A = o. 

La superficie possiede dunque un fascio di curve ellittiche, mediante 
le quali risulteranno composte le curve canoniche (Nother); questa con- 
dusione 6 d'accordo coUa deduzione aritmetica del valore di />*'^ tratto 
dalla relazione precedente: 

p^'' = I. 

Ripetiamo ora brevemente un ragionamento svolto in {A), § 3. 

AnzituttOy essendo A = o, le curve K hanno tutte lo stesso modulo. 
Inoltre si pu6 scegliere come modello proiettivo deUa superficie, una 
tale superficie, di un certo spazio S^, che le K sieno curve ellittiche 
normali (di quello spazio o di spazi inferiori contenuti in S^)\ allora 
due K generiche risultano proiettive in un numero finito n di modi, e, 
se si tien fermo un punto P in una K, sopra ogni altra K resta deter- 
minato razionalmente un gruppo (G.) di n punti, omologhi a P. II 
luogo dei gruppi G, cosdtuisce una curva C^ n-secante le IT, e le curve 
analoghe a C formano, sulk supi ^ punti base. 

n fascio delle C pu6 suj^oc 'co; risul- 

teri poi che (nelle date ciiciM|ii 'so. 

Grt, Maim F m kr m; u TOL ' 
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Costruiamo suUa superficie le curve canoniche : esse si compongono 
di curve iC o di parti di esse, e debbono segare sopra le C gruppi ca- 
nonici. 

Teniamo presente che nel fascio deile K si avranno in generale delle 
curve degeneriy le quali si riducono a componend multiple 

^, > -'^a > • • • 
contate secondo certi numeri 

^1 > ^a > • • • 

maggiori deiruniti [(-4), § 6J. Si riconosce quindi che le curve canoniche 
deila superficie sono costituite : 

i) da 2p — 2 curve Ky costituenti un gruppo della serie canonica 
g^^ nel fascio di genere p; 

2) e dalle componenti fisse 

'**'i > •**^a > • • • 

prese rispettivamente 

5,-1, 5, — I, ... 

volte. 

Pertanto il genere della superficie vale 

Ora il fascio delle K (di genere p^ porta 

Pz 
integrali di Picard di 1* specie della superficie, con 

periodi; il numero totale degli integrali 6 

e quello dei periodi 

Per un noto teorema di PoiNCARt suUa riducibiliti dei periodi d^li 
integrali abeliani o di diflFerenziali totali, alia superficie deve appartenere 
anche un integrale di i* specie 7, i cui periodi si riducono a due soli 
distinti co, cj'; le curve 1 = cost., cui corrispondono valori assegnati di 

p(/i«"'). p'ai""'). 
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cosdtuiscono allora sulla superficie un fascio ellitticOy che si potrebbe ri- 
conoscere non essere diverse da quelle delle C, innanzi costruite. 

Ma, come abbiamo notato in (^A)y S 4> ^ propriety di contenere un 
fascio (razionale o irrazionale) di curve ellitdche K di ugual modulo, 
e un secondo fascio ellittico di curve C (proprieti che si riduce d'al- 
tronde alia rappresentazione parametrica di Painl£v£, ibidem, § 5) ca- 
ratterizza le superficie che ammettono un gruppo ellittico 00* di trasfor- 
mazioni, aventi come traiettorie le curve K* 

Concludiamo dunque che: le superficie per cui 

ammettono un gruppo ellittico 00' di trasformazioni, le cui traiettorie 
sono le curve (ellittiche) di un fascio di genere p . 

Questa conclusione 6 del tutto conforme a quella relativa al caso 

4. Discudamo infine il terzo caso : 

/^. = — i> />^ = I- 

Si avranno due integral! di Picard di i* specie w, v, che, a priori, 
potrebbero supporsi Tuno funzione dell'altro ; ma in tale ipotesi la super- 
ficie conterrebbe un fascio irrazionale di genere due *) e, pel ragiona- 
mento del § 3, dovrebbe essere una superficie ellittica di genere /) = 2, 
ci6 che contraddice al valore assegnato p = i. 

Ora, i due integral! «, v, esscndo indipendenti, si possono consi- 
derarc le coordinate x, y^ [ dei punti della superficie (limiti di integra- 
zione) come funzioni di u, v. 

Questo problema d'inversione 6 stato trattato in generale (indipen- 
deuccmente dal valore di p e per un numero qualunque d'integrali) dai 
sigg- Picard e PainlevA **); il sig. Picard (1. c.) ha approfondito il 
problema speciale che nasce qui in corrispondenza all'ipotesi p^=z 1, 

I resultati di tali ricerche, per quanto a noi interessa, dinno : 

i) Gl'int^ali u, v della superficie (f ) riprendono un numero 



•) Cfr. DE Franchis e Castelnuovo, 1. c. 

•^ Cfr.: Picard, Journal de Math^raatiques, IV* s6rie, t. V (1889), pp. 135-319; 
PADiLSvt, Acu Mathematica, t XXVII (1903), pp. 1-54. 
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finito di volte lo stesso valore, cio£ la F si pu6 rappresentire sopra 
una superfide iperellittica muldpla (V). 

2) Se la superfide F h priva di curva canonica propriamente detta 
(non contandosi come vere parti di essa le curve, razionali, eccezionaii, 
che del resto possono essere sempre soppresse) essa £ iperellittica. H 
sig. PiCARD dope avere scabilito questo resultato ha osservato che Tipo- 
tesi della mancanza di una curva canonica (di genere ^ o) doveva ri- 
tenersi superflua in base a ci6 che dice il sig. NOther sulle curve 
« ausgezeichnete ; ma siccome qualche nuovo esempio ha portato a 
modificare su tale riguardo le conclusioni dell'illustre geometra tedesco, 
cosi apparir^ naturale che, riprendendo in esame la questione, si trovi, 
accanto al caso trattato da Picard, anche un caso nuovo che corri- 
sponde, come vedremo, a superfide del tipo ellittico. 

Nel nostro esame prendiamo le mosse dal teorema i), in base a 
cui: una superficie F, di generi /)^= — i, p _ i, si pu6 rappresentare 
sopra una superficie iperellittica multipla W, che £ con F in una corri- 
spondenza [i, «]. E per sempliciti riteniamo W ed F prive di curve 
eccezionali, ipotesi che h sempre lecito adottare *). 

Consideriamo la corrispondenza [i, «] tra W ed F, e la curva di 
dhramazione D (d'ordine ^ o) che essa ha su V ; di tale curva (quando 
essa abbia Tordine ]> o) supporremo per semplidti di ragionamento che 
sia irriducibile e ne designeremo con p il genere effettivo, con S il nu- 
mero dd punti doppi, con t il numero delle cuspidi; avvertiamo che 
dovri porsi p =1 i, t = o se la curva D h mancante (d'ordine = o). 

Ora i generi numerici />., p^ di F e W saranno legati da una re- 
lazione stabilita dal sig. Severi **) che nel nostro caso (poichd W non 
ha curva canonica propria ed h priva di curve eccezionali) si scrive: 

^4(/>a+ 0=24«(/>a+ 0+6(p- i)-2T + 3X5. 
In qaesta formula deve farsi 

e 

designandosi con 5 le moltepliciti di eventuali punti fondamentali per la 



•) Castelnuovo-Enriciues, Anndli di Matematica, L c, n° 18. 

**) Sulle rela^ioni che legano i caratteri invarianti di due superficie in corrispon- 
denza algebrica [Rend. Isdtuto Lombardo, s. II, vol. XXXVI (1903), pp. 495-511], 
P»g. 5o8> 510. 



corrispondenza. S dedooe qaioA 

Ora mosmamo cbe c ooq pii6 esissere sa F una cunra di genere 
effictdvo p ^ ly OOQ 



cusptdi ». 

Invero una curra siSuxa sarebbe trasformata dalle trasformazioQi 
del gruppo iperellkiko di ▼ in ana serie continaa di curve, parimend 
cfi genere efietnvo p, con i pomi doppi e t cuspidL genere virtuale 
(fi tali curve sari 

ed il grade 

essendo, per W, /» — i, ed avendosi su di essa una curva canonica d'or- 

dine o. 

Ma d'altra parte due curve infinitamente vkine deUa nostra serie, 

hanno 2 i intersezioni assorbite nd pund doppi e 3 t nelle cuspidi, perci6 

deve essere 

aX + 3 T ^ 2(p + * + T — i); 

ma, ponendo in questa dis<^uaglianza 

SI otQene 

9(P— 0^8(?-i), 
e quindi si deduce 

f ^ I e T = o. c D. D, 

Due casi sono dunque possibili: 

11) sopra W non vi ^ curva di diramazione (cioi D ha Tordine = o). 
b) sopra V vi d una curva di diramazione ellittica (o composta di 
curve ellitdche). 

5. Nel caso a) possiamo riferirci al ragionamento di Picard, ed 
anzi, avendo gii esclusa la presenza di una curva di diramazione su W, 
si pu6 giungere assai rapidamente alia conclusione che la F 6> come W, 
una superfide iperellitdca (con un gruppo 00'), nel modo che segue : 

Si considerino i due gruppi di pund 
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corrispondend a due punti 

P = (XYZ), F = iX'TZ') 
di W, 

Vi ^ una trasformazione biraziouale di W in cui si corrispondono 

P, P' e si ottiene quindi una corrispondenza algtbrica tra i pnnti P^yP*^. 

Si tratta di dimostrare che P[ dipende da P, in modo ruT^ionale, e perdd 

occorre stabilire che se, nello spazio riemanniano t\ P, descrive un ciclo 

lineare C, , ritornando alia posizione iniziale, anche P[ descrive un cam- 

mino chiuso C[ e non si scambia (come a priori potrebbe supporsi) con 

Pj, ... P^. A tal fine si osserveri che a C, corrisponde su W un 

ciclo lineare C, e che mentre P descrive C, P' descrive un ciclo lineare 

che si puo dedurre da C con una deformazione condnua ; ora mentre C 

si deforma per condnuiti su W, divenendo C'y e ci6 sen:^a contenere mat 

dei punti di diramazione, anche C, , si deformeri su F senza mai cessare 

di essere un cammino chiuso> e finahnente si trasformer^ in un ciclo 

lineare C[ descriito da P\. c. d. d. 

6. Discudamo il caso V). 

Se la superficie iperellitdca W condene una curva ellitdca, questa 
appardene ad un fascio ellitdco di curve, trasformate di essa nelle oo' 
trasformazioni del gruppo iperellittico, e vi d un integrale di Picard di 
1* specie, i cui periodi si riducono a due disduri; vi sari dunque un 
altro integrale di Picard di i* specie parimend riducibile, e quindi un 
secondo fascio ellitdco di curve ellitdche su ^*. 

Ora alle curve del i° fascio cui appardene la D (o le sue compo- 
nenri), corrisponderanno su F le curve ellitdche K di un fascio ellitdco, 
ed in questo si troveranno un certo numero di curve, multiple secondo 
cerd numeri interi 5, , 5, , ... (maggiori dell'uniti), le quali, prese risp^rt. 
5, — I, 5j — I, . . . volte, comporranno la curva D' omologa sl D\ D' 
costituiri la curva canonica di F *). 

Alle curve del 2° fascio considerato su W, corrisponderanno invece 
in F curve C, di un certo genere w > i, componenti del pari un fascio 
ellitdco. 

Si deduce quindi che la F ammette un gruppo 00* ellitdco di tra- 
sformazioni, che ha come traiettorie le curve K. 



•) Enriques, Riccrcht di geometria sulle superficie algebriche [Memorie Ace. To- 
rino, s. II, t. XLIV (1903)]. — Cfr. anche Severi, L c 
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7. Ora come si potranno disdnguere i due casi a) e b)? 

Nel caso a) mancano, insieme alia curva canonica, tutte le curve 
pluricanoniche, ciod tssc sono d'ordine = o , quindi tutti i plurigeneri 
sono eguali all'uniti: 

Consideriamo invece il caso b). Abbiamo una curva canonica D'y la 
cui composizione potri designarsi in generate col simbolo 

quindi (anche nel caso in cui la sommatoria contenga un solo termine) 
4 £)' si comporri di almeno due curve del fascio ellittico, oltre a com- 
ponend fisse, ed apparterr^ perci6 ad un sistema lineare di dimensio- 
ne ^ I ; ci6 si esprime scrivendo che il quadrigenere 

8. Abbiamo dimostrato che le superficie per cui p^ = — i sono 
eliitdche o iperellitdche, assegnando i caratteri di disdnzione fra i due 
casi. Importa rilevare esplicitamente che le superficie iperellitdche ed ellit- 
tiche hanno sempre pa=^ — i. Per il caso iperellittico la cosa h ben 
nota, conoscendosi perfettamente un modello delle superficie iperellitdche, 
per gli studi di Picard e Humbert. 

Per le superficie eliitdche basta a riferirsi alia rappresentazione loro 
sopra un dlindro ellitdco muldplo 

/(*> y) = y2 — 4^3 — ?a^ — ?3 = ^ 

con curva di diramazione composta di sezioni piane z = cost. 
La formula di Severi di allora il genere numerico 

Avvertiremo infine che Vanzideiia rappresentazione permeite di co- 
struire effettivamente tutti i tipi di superficie ellittiche ; abbiamo indicato cio 
in modo pardcolareggiato nella memoria {A), pel caso p = o; e Te- 
stensione al caso di p qualunque richiede soltanto poche modificazioni 
£acilmente visibili. 



7^ 
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9. Riunendo i resultad qui ottenuti con qiidii dad in (^A) possiamo 
rappresentarli nella s^uente tabella: 





/'.<-! 


Pa-—^ 


P. 




rigate di genere — p^ 


rigate ellittiche 


rigate 


P, + P.>o 


impossibile 


superficie ellittiche 
con un gruppo 00* 




P,-^P.>o 


impossibile 


superficie iperellittiche 
con un gruppo permutabile 00' 





Bologna, 29 apcile 190$. 



F. Enriques. 



SULLO STUDIO INTRINSECO DELLE CURVE DI CACa\, 

Notsi di Vittorio Mobile, in Napdi. 



M u fcMrajo 190$. 



n probkma, in sostsinza, h ben noto. Noi lo porremo sotto una 
forma alquanto piii generate di quella in cui viene ordinariamente pre- 
sentato nei trattad di cinematica e nelle applicazioni del calcolo infinite- 
simale e lo tratteremo coi metodi della Geometria intrinseca i quali ne 
semplificano notevolmente lo smdio. Lo enunderemo nd termini se- 
guenti: 

Un punio M percorrt una curva plana C con la vdociti v ; travare 
la irajeiioria *) dcscriita da un punio M' cbe si muova nel piano di C, 
sapendo cbe la vdociih w di M' t direita costanUnunU verso M e cono- 
sundo il rapporio p z= v:w in funzjone della variabile indipendente cbe si 
sari scdta e dd parametri aiti ad individuare la posi^iione relaiiva di M 
ed M\ 

I. Prendiamo, per assi mobili, la tangente M jc e la normale My 
alia curva C in M contando le x positive nel senso del movimento. 
Indichiamo, inoltre, con I'angolo (contato da sinistra verso destra) 
di cui dovrebbe girare la direzione M M' per coinddere con la direzione 
Mx: aUora, se noi denodamo rispetdvaniente con ds^^ ^x e ^y \o 
spostamento assoluto di M' e le proiezioni di esso sopra Mx ed My, 



*) Queste curve sono chiamate, ordinariamente, dai geometri francesi courbes d$ 
poursuiUy dai tedeschi Vcrfolgungskurven, Per la letteratura dell*argomento si trove- 
ranno interessanti notizie, storiche e bibliografiche, nel libro del prof. Gino Loria : 
Spe:^ulle algebraische und trans:^etuUnU ebeng Kurven (Leipzig, 1902^ (VII Abschnitt, 
zweites kapitel). 

Rmtd. Cirs, U»Um. PaUrmo, t. XX (1905). — St&mpato U 1} maggio 1905. 10 
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avremo, evidentemente, 

Sjc = — ds^ cos 6, ^y =z — ds^ sen 6, 

ove si coosideri ds^ come positive quando M' tende o^ awicinarsi ad 
M. Da queste formole si trae 

ds, P r ' ds. ^ r ' 



ds essendo Telemento della curva C. Dope di che le formole fonda- 
mentali *) 

ix dx y I ^y ^^ j_ ^ 

d7~d7''T 57""J7"*"y . 

ci conducono subito al sistema di equazioni differenziali simultanee di 

primo ordine 

dx X t y 

(0 {V ^ 

ds ~ ^ r p * 

la coordinate polari questo sistema c rimpiazzato dall'altro 

57 = -(/> + cos «), 

' rfO _ 1 senO 
di ~ p ■^" r • 

Integrato quest'ultitno sistema, ci6 che permette di esprimere r e 
in funzione di 5, la soluzione del problema h completata dalla eiimina- 
zione di s fra le due equazioni 



(3) ..=>.. f=^4+ 

delie quali la seconda pu6 anche scriversi 



P 



> 



a > 



P. ^ 

tenendo presente la seconda delle (2). 

2. Noi faremo qualche applicazione delle formole precedenti ad al- 
cuni casi parricolari nei quali la integrazione dei sistemi (1)0 (2) possa 
effettnarsi con mezzi semplici e per vie elementari. Cominceremo dal 



*) Vedi £. CbsXro, Le^^ioni di Geonutria intrinsua (Napoli 1896), pag. 20. 
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supporre che la curva C si riduca ad una retta e che il rapporto p delle 
velociti sia esprimibile con una funzione della forma p = r"/(6). 
D sistema (2) diviene^ in tal caso, 

dr , , AX dH sen6 

_ = _(p + cos6), 3-- = -- 

e ne segue immediatamente 

r sen 8 

Se poniamo ora x = cosO, /(6) = ^(x), fequazione precedente 
assume la forma 

Siamo quindi condotti ad una equazionc di Bernoulli che si Inte- 
gra, come ^ noto, con due quadrature e che ci fa conoscere il movi- 
mento relativo di M' rispetco ad Af. Infatti la trasformazione 

I 

1= — 



nr"* 



cambia la (5) nella equazione Hneare 



^^ -05^ + '^^^ = 1^W' 



il cui integrale generale t 






per w § o. £ facile ora esprimere p, ed 5, in funzione di x. La seconda 
delle (3) pu6 infatti essere scritta 

, V p sen6 

(7) -^ = 

Pi r 

tenendo presenti le (2). Se noi sostituiamo a p il suo Talore r"(p(x) e 
rimpiazziamo cosO con jc, abbiamo 

e quindi, poichd nel nostro caso 

P. ~ds ' 
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abbiamo, scrivendo pds invece di ds^^ 

L'equazione intrinseca della curva cercata risulteri dunque dalla eli- 
minazione di x fra le equazioni *) 

Noi abbiamo escluso il caso in cui n = o ; in tal caso p dipende 
solamente dall'angolo 6, allora Tequazione (5) diventa 



La int^azione i immediata e si ottiene 

r = (i -x^) V '-** 
e quindi 

Nel caso » =: i, f (x) ^ ax, si ha 



^ = a(i — x')' / — 3 =a+Cf^i — X*. 






Introducendo la variabile r e sosdtuendo ad x, cos 6 abbiamo subito 
Tequazione della trajettoria relativa di M' rispetto ad M 

^ ' a + C sen 6 ' 

la quale rappresenia una conica di cui uno dei fuochi t in M ed il cui 
asse focale t diretlo ortogonalmente alia trajettoria di questo punto. II pa- 
rametro h — i : a e Teccentriciti ed i semi-assi rispetdvamente : 

^ ^ ft I 

^ = T" > « = 7^3 IT > P — 



a > --e_a' ' "^ - |/a* _ C * 



*) Si vede chiaramente, dalla forma di queste equazioni e dell'equazione (6) che 
la classe di problemi corrispondend alia forma considerata della funzione p deve in- 
duderae un'altra, abbastanza estesa, nella quale si ^ condotti a curve aventi le equa- 
zioni intrinseche aigebriche; noi per6 non seguiremo qui il nostro studio in quesu 
dtfciiioiic. 
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Le equazioni (8), poi, assumono la forma 

ax r xdx 



/o^ 



a > 



owero, ponendo t* = i — x* ed integrando, 

r N , ' ~ a "^^ fl + C/ ^ (a + C)(tf + CO ' 

ove si disponga della costante d'integrazione in modo che per / = i 
si abbia 5, = o. Per C = o, il che corrisponde a supporre la distanza 

fra Af ed Af eguale a — i : a quando 6 = — , vediamo, anzitutto, 

dalla (10), che r conserva invariato questo valor e ini:^iale durante il tno- 
vimenio ; poi, dalla (11), con breve calcolo di eliminazione e dopo aver 
cambiato il segno ad 5,, otteniamo Tequazione della traiettoria di M' 

p^ = al/e'*— I 
che rappresenta una traiirict ; ci6 che poteva del resto dedursi senza cal- 
colo dal fatto della invariability di r dopo aver ricordato una proprieti 
caratteristica *) della detta curva. 

3. La cksse di curve corrispondenti ad n = o, f = costante si de- 
duce dalle (8) ponendovi 9 = m. 

Esprimendo la costante di integrazione compresa in r funzione del 
valore r^ corrispondente ad x = o otteniamo 



(l-Jcf" »/o (I— X)' 



(i+x) • 

(.-»)■ . . , 

owero, introducendo il parametro X=: cot — con la sosdtuzione 

_ V— I 

* — V + I ' 
le equazioni definidve 

(12) ' * 






i-mr,^\"-'(i+X')rfX. 



*) CbsAko, loc dty pag. 24, /). 
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La seconda di queste, per m § i^ porge 

5j = 2 m — («+ i)>^"'"' — (ill— i)X 



HI* -- I 



m-t-t 



mr^ 



Se m ^ un numero raziooale avremo, quando siano elkntDari i ra- 
dically due equazioni algebriche ordinarie fira p^ e X ed 5, e X rispet- 
tivamente: di qui ana cons^uenza interessante, cioe: per ogni valare 
raxionalt di m {tueiiuato m = i) l'equa:^ioru intrinseca della curva cor- 
rispondente t algebrica *). In questo caso, iadicando con p t q due Hu- 
meri intcri e poncndo m = p : y, si vede che p, h un polinomio neUa 

variabile X' di grado />+2y ed s^ un polinomio di grado /> + ? °^1^ 
stessa variabile; ad un valore date di 5, corrispondono dunque /> -f- 9 

valori di X' e, per conseguenza, di p, , mentre ad un valore di p^ cor- 
rispondono analogamente /> + 2 ^ valori di s^ . L'equazione algebrica ri- 
sultante d dunque di grado /) -j- y in p, e di grado p'\' 2q\n s^. £ del 
pari evidente che tutte queste equazioni algebriche sono di genere lero es- 

sendo p, ed 5, esprimibili con funzioni razionali della variabile >.'. 

4. LasciandOy adesso, il caso fin qui esaminato, siipponiamo che si 

abbia durante il movimento 

. . d^ h 

essendo h una costante, oppure, ci6 che vale lo stesso, 

d^ ,scne 

ds r 

Allora, indicando con 6^ il valore di 6 corrispondente ad 5 = 0, 
^ =r o, abbiamo, integrando, 

(.4) 6-.. = it, (9 = X'f). 

Inoltre la seconda delle (2) d4, nel nostro caso, 

(fe+ i)r = psen(e^-f fe(p) 



*) £ qui opportuno notare che a tali curre corrispondono equazioni algebriche 
anche in coordinate cartesiane come pud vedersi, per esempio, nel libro del Boole: 
A treatise on differential equations (Cambridge 1865), Chapter XI, dove si trova lo studio 
di questo caso particolare del nostro problema fatto col metodo ordinario. Nel caso 
m = I, per la presenia di singolariti logaritmiche, la curva corrispondente si stacca 
nettamente dalle altre e non gode di nessuna delle due pcopxieti acceMuUd. 
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c ci fa coQOscere^ insienie alia (14X U movimento reladvo di M* rispetto 
ad M quando si sia espresso p in funzione di 9 con la inversione dell'in^ 
t^rale 9; operazione che supporrenio si sappia eseguire. Dopo di ci6 
la derivazioae rispetto ad 5 della eguaglianza 

(fe -f- i)r = psenO 
porge 

(15) (*+ i)r' = fecosO + p'senO 
tenendo presente la (13) e quindi 

(16) /, = — (r' 4. cos 6) = — ^^ [(2fc -f- i)cos6 -f- p'senOJ. 
Notando poi che la (7) di, in virtu della prima delle (i5)» 

vediamo, in primo luogo, che il rapparto delU vdociid dei punti M ed M' 
t propoTTiionale a quello fra i raggi di curvatura delle rispettive irajetiorie; 
quindi, ponendo 

oneniamo 

(17) — p, =. apcosO -|- i^senO, 

il che significa che il raggio di curvatura della curva di caccia h dato 
dalla somma delle proje:(ioni sulla normale a qutsia curva di due segmenti 
propor:^iotiali ai raggi di curvatura di C e della sua sviluppata, 

Poich^ adesso questa ultima eguaglianza ci permette di esprimere 
p, in funzione di 9 e poich6, d'altra parte, 

ds^=pds = (h'{' i)p,d9, 

otterremo Tequazione intrinseca della curva cercata eliminanJo 9 fra le 
equazioni 

Supponiamo, in particolare, che sia possibile esprimere p ed 5 sotto 

la forma 

( ap = Xcosfe9, 

^ ^^ \ t^ = Xsen/;9, 

essendo X una funzione da determinare e vediamo prima a quale ipotesi 



io VITTORIO NOBILB. 



sulla curva C tali eguaglianze corrispondano. Divideado la seconda per 
la prima e sosdtuendo a ds^ pJf abbiamo 

(20) — y = tgfe?ii9; 

poi, dopo aver posto 

— = — ^ = * 
a 2h -{- I 

e indicando con p^ il valore di p corrispondente a p = o, 5 = o, la inte- 
grazione deila (20) di 

(21) 1-^1 = cos fc<p. 
Dalla prima delle (19) si ha subito 

poi dalla (20), dopo avere eliminato f , 

(22) s = —— — / ^ 




Le curve in questione sono dunque le spirali sinusoidi, 

£ facile, anche, in questo caso la eliminazione di (p fra le (18) e 
notevole il risultato al quale si perviene. Difatti otteniamo subito, da 
queste equazioni, 

p^ = - X cos 0^ = - flp, cos % ^-j-J , 

owero, introducendo la variabile 9 per mezzo della (21), ponendo 

a = — ap^cosO^ 
ed esprimendo k in funzione di /?, 






7:) • 



Da questa relazione fra p, e 9, tenendo presente la seconda delle (18), 
abbiamo, con facile calcolo, la equazione che rappresenta le curve di cacda 
corrispondenti alle (22) cio^ 

(^3) ''=JH^i 
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Questc curve sono dunque anche esse delle spirali sinusoidi. Detti rispet- 

tivamente n ed n^ gl'mdici delle spirali (22) e (23) si hanno le egua- 

^lianze 

h n h n. 



2i+i fi— I* 3A+1 ^i — ^ 
e quindi la seguente semplicissiina relazione fra n ed n, 



n. = 



I — n 



5. £ bene notare che la ipotesi da noi fatu, e clie ^ espressa dalla 
(13), pu6 essere surrogata dall'altra espressa dalla relazione 

[poich^ dalla formola generale pr = p, senO si passa immediatamente, 

introducendo questa eguaglianza, alia (13)] oppure da quella corrispon- 

dente all'altra relazione 

(fe -j- i)r = p sen 6. 

Quest'ultima formola traduce, evidentemente, la proprieti seguente : 
la distanT^a fra i due punti t propori^onale alia proje^^ione, sulla retta M Af' , 
del raggio di curvatura dclla curva C in My e determina completamente, 
insieme alia condizione geometrica fondamentale, il movimento di M' 
rispetto ad Af . 

Sono comprese, in queste famiglie di curve, (22) e (23), delle linee 
notissime *). Per esempio, indicando in generale con C, la curva di caccia 
corrispondente a C, abbiamo, in particolare, che per w = o C e C, sono 
due spirali logaritmiche, e C iaglia sotto angola costante k tangenti delValira 
at punti corrispondenti alle posiTjoni di Af', poich^ ad n = o corrisponde 



*) Per tutto quanto riguarda lo studio di queste curve e di altre, pi6 generali, 
dalle quali esse derivano si potrii consultare I'opera citata del prof. Cesaro. Un'altra 
generafizzazione delle dette curve, fatta in un altro senso, considerando cio^ Tequazione 



'"/t#^' 



t stata fatta dal medesimo autore in una Nota intitolata : Sur utu classe de courhes 
planes remarquables ed inserita nd cNouvelles Annales de Math^matiquesu, 3*^ seric, 
L XIX (novembre 1900). 

R*md. Grt. MmUm. FMlerm; X, XX (1905). — Sumptto il 15 maggio 1905. 11 
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fe = o e quindi, per la (13), 6 = cost. Poichi a = — Po^^sO^, nel 

nostro caso, se 6^ = — , C e C, sono identiche t C^ t la sviluppata 

di C. 

Per n = Y, w, = I quindi C q C^ rappresentano, rispettivamente, 

una cardioide ed un circolo. Per w = 2, n, == — 2 quindi C q C^ rappre- 
sentano una lemniscata ed una iperbole equilaUra. 

Se b = o si ha = costanU, quindi la curva C taglia le tangenti 

di C, sotto un angolo costante I in particolare, per 6 = — , vedian 

che C, ^ la sviluppata di C j. Le equazioni (18) divengono, in tal caso 

( — P, =pcose^+gsene^, 

( 5, = y^p,rf? = - (5cose^ + psenej, 

scegliendo convenientemente sopra C, Torigine d^li archi, e forniscono 
in gran numero di casi, con calcoli algebrici elementarissimi, I'equazione 
di C,. 

Napoli, 23 Gennajo 1905. 

VlTTORIO NOBILE. 



TRASFORMAZIONE DI COMBESCURE 
ED ALTRE ANALOGHE PER LE CURVE STORTE. 

Nota di Gustavo Sannia, in Torino. 



Adananift del la marzo 1905. 



L'illustre prof. Bianchi *) ha chiamato trasforma^iorte di Combescure 
una particolare corrispondenza fra i punti di due curve, e ne ha fatto 
notevoli applicazioni alia ricerca delle piu generali curve a flessione co- 
stante, deU'elica sferica, delle traiettorie ortogonali ad una semplice infi- 
nid di sfere, delle curve di Bertrand. 

Or questa trasformazione, ed -altre analoghe, si presentano sponta- 
canee nello studio delle curve per via intrinseca. 

Sieno p ed r i raggi di prima e seconda curvatura di una curva C 
in un punto Af, s Tarco che ha per termine M, computato a partire da 
un'origine fissa su C, (xy:0 le coordinate cartesiane di un punto Af, , 
mobile con Af, rispetto al triedro fondamentale di C in Af , ossia rispetto 
alia tangente, alia binormale ed alia normale principale di C in Af ; 
siano poi (x + Sx, )f -f" ^>'> ^ 4" ^0 '^ coordinate del punto Af[ in 
cui si porta Af, quando Af, muovendosi su C, passa nel punto infini- 
tamente vicino Af . R^gono allora le formole fondamentali **) 

^^ ds~ds p "^ ' ds~ds r' ds^ds'^f'^r' 

Che se poi a ^ y sono i coseni direuori di una direzione mobile con 
My si hanno le formole analoghe 

^^^ JJ~ds y U~ds r' 7I~J7'^Y ~' 



*) Cfr. Leiioni di Geometria differ en^iale, 2* ed., vol. I, pag. 40 e seg. 
**) Cfr. £. CesXro, Lei^ioni di Geometria intrinseca, pag. 124. 
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Ponendo nelle (i) Sx = Xjf = X:( = o, si hanno Ic relazioni 

ds f * ds r * ds p r 

necessarie e sufficicnti per rimmobiliUi dd putUo Af , . 

Sorge qui spoatanea Tidea di annuilare due sole deile quandti 
Xx, iyy ix.' 

Ponendo, per esempio, iy = ^7^=z Oy il punto Af, si muoveri de- 
scrivendo una curva C, riferita a C per modo, che nei punti corrispon- 
denti M c M^ esse avranno le tangenti parallele, e per6 C, ^ una curva 
che pu6 dedursi da C con una trasforma:^iotu di Combescure. 

Evidenteniente anche le binormali e le normali principaii saranno 
parallele, e pero saranno ^uali gli angoli infinitesimi di condngenza e 
di torsione e e yi; ne segue che, 

I e t ds 1 ds I y\ in ds 1^5 

ove si t dato I'indice i alle quandti che si riferiscono a C, , ossia 

P, = p/(0> r^=rf{s\ 
ove si h. posto 

Ne segue che una trasformai^ne di Combescure lascia inalicralo il 
rapporto ddle curvature, 

Se ne deduce che sono parallele anche le retce retdficand di C e 
C, nei punti corrispondend, perchfe I'inclinazione 6 della recta retdficante 
di C suUa tangente ^ definica dalla formola *) 

tgO = — — . 

P 
Raccogiiendo si ha che: 

r^\ ^ — JL il — _JL^JL 

^^^ ds ~ r ' ds ~ f r 

sono le condixioni necessarie e sufficienii affincht il punto Af ^ {xy x) descriva 
una curva C, trasformata di Combescure di C; C, avrH la tangente, la 
binormale, la normale principale e la retta rettificante parallele ale rette 
analoghe di C ed avrd per equa^ioni intrinseche 

(4) P. = P/(0. r, = rf(J), ^s,=f(s)ds. 



^ Cfr. E. CbsAro, loc dt, pag. 137. 
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CVt 

(5) /(o = ^ = ^-^+i. 

Pongo invece 8x = S:( = o nelle (i). Allora il punto Af, si muo- 
veri descrivendo una curva C, riferita a C per modo che la tangente a 
C, in Af , sari parallela alia binormale di C nel punto corrispondente M. 
Dir6 che C, si deduce da C con una trasfortnaT^ione B o che C, t una 
Irasformata B di C. 

Mediante le (i) e (2) si possono dedurre direttamente le propriety 
della trasformaca C, , ma si possono anche dedurre subitx) da un note- 
vole teorema del Bianchi *) : per ogni curva C nt esisie un'altra C, (de- 
finita a meno di una traslaj^ionej corrispondente per eguagliani^ji d'arco 
alia C; le due curvature e le direi^ioni della tangente e della binormale 
vengono per la trasforma:^ione permutate. Precisamente : scelto per verso 
positivo della tangente di C, quello della binormale di C, il verso positivo 
della binormale di C^ sard quello della tangente di C, mentre che le nor- 
mali principali saranno par allele ma coi sensi positivi opposti; sard poi 

P. = — ^ ^ = — P- 

Detta B^ questa particolare, ma fondamentale, trasformazione B, no- 
tando che tutte le trasformate B di una curva si possono dedurre Tuna 
dall'alcra con trasformazioni di Combescure, si ha che : la piU generate 
trasforma^iione B t il prodotto della B^ per la piii generate trasforma:^ne 
di CoMBESCURE (o vicevcrsa). 

In simboli, detta T una trasformazione di Combescure, si ha 

B = B,.T= TB,. 

o o 

Da quanto precede, si raccoglie che: 

^ ^ ds f * ds f r 

sono le condixioni neussarie e sufficienti affincht U punto M^{xy[) descriva 
una curva C, trasformata B di C; C, avrd la tangente e la binormale 
parallele alia binormale e alia tangente di C (e con versi positivi egualij e 
la normale principale parallela alia normale principale di C (ma con senso 
positivo opposto), ed avrd per equa^ioni intrinseche 

(7) P. = -'-/(0. r, = -ff(,s), h,=f(is)ds. 



^ Loc dt, voL I, pag. 53. 
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ove 

Nelle (i) poniamo infine ix = ^y = o. Allora il punto Af,(x^;^) 
si muoveri descrivendo una curva C, riferita a C per modo, che la tan- 
gente in Af, sari parallela alia nomiale principale di C nel punto cor- 
rispondente M. Diro che C\ si deduce da C con una trasformaTiione N 
o che C, 6 uwa irasfortnata N di C. 

Applicando le (2) alia direzione della tangente di C, > dod ponendo 
a = o, p =: o, Y = I, si ha 

Sa_ i_ Sp_ i_ Xy_ 

onde, posto 

saranno 
- Sa r Sp p *. Sy 

i coseni direttori della normale principale di C, e qumdi 

X = , , M. = , , V = o 

quelli della binormale; e la flessione sari 

I Sd ds Sd ds |/p* -L f* 

Posto 

«» = -y> 

d Tinclinazione della retta rettificante di C suUa tangente, e si ha 

5 = — sen 6, >i = cos 6, 21 = o, 

X = cos 6, p. = sen 9, v = o, 

onde la binormale di C. t parallela alia retta rettificante di C. 
Applicando infine le (2) alia direzione Xfxv, si ha 

-j- = — senO-j- , -J_ = cos6-j-, -j- = o, 
di ai di ds ds 

c pcr6 



p. 


_^P*4- 


> 




d^ 
~ ds '■ 


. ^ 


^. 




Ks) = 


h 

ds 


ds 


+ T 


+ 


2 

r 
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Raccogliendo si ba che: 

^J ds f ' ds r 

sono It condixicni necessarie e sufficienti affincht il punto M^(^xyx) descriva 
una curva C, trasformata N di C; la tangente e la binormale di C, sono 
par allele alia nornude principale ed alia retta rettificante di C ; le equa:(iom 
inirinsuhe di C, sono 

(10) -LX^ = LL_L , J^=: — ^ S5, =/(5)d5 

ove 

(") 

Ogni curva ha infinite trasformate TfiN, perch6, in ciascuna tra- 
sfonnazione, delle 4 funzioni xyx^f di s una i arbitraria. Specializzando 
convenienteraente una di queste funzioni far6 alcune applicazioni dei ri- 
sultati precedenti, ma t chiaro cbe queste applicazioni possono protrarsi 
indefinitamente. Tralascer6 le applicazioni gii fatte dal Prof. Bianchi e 
cbe bo ricordate in principio. 

I. Per x=:o, le (6) ddnno :c = P> )' = — ^a^ quindi M^(xy:Q 

t un punto dell'asse del circolo osculatore di C e questo asse ^ la tan- 
gente in Af , alia C, . Dunque, tenendo presenti le (7) e (8) si ha che : 
gli assi dei circoli osculatori di una curva C formano una super ficic svi- 
luppabile {sviluppabile polare di C) che t Vinviluppo dei suoi piani normali ; 
lo spigolo di regresso C, Quogo dei ctntri delle sfere osctilatrici di C) t 
una trasformata B di C ed ha per equa^^ioni intrinseche le (7), ove 



_K0 = -L + ^(4). 



Se p £ costante, e solo allora, si ha )f = o ; in tal caso M, ha per 
coordinate (o, o, p) e C, ^ il luogo dei centri dei circoli osculatori di C; poi 

/(0 = — -7> P. = P> rr^=f. 

Si ha cosl il teorema di Bouquet che caratterizza i circoli stord: 
il luogo dei centri di curvatura di un circolo storto C h anche un circolo 
starto C, ; C e C, sono Vuno il luogo dei centri dei circoli osculatori del- 
Valiro e Valtro delVuno, e si deducono Vuno dalValtro con una trasforma- 
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T^ione B; hanno egual fiessiotie e il prodotio dtlle loro torsioni eguaglia il 
quadraio della fitssiom comune. 

Se /(i) = o, e solo allora, si ha p, = r^ = o, e quindi C, si riducc 
ad un punto; poi 

ma da f(s) = o segue che P* + 1 ^"r^ ) ^ costante, dunque C t una curva 

sferica. Si ha cos! il teorema noto :-^ + -p-|r-7^| = o t la condi- 

r * ds \ ds / 

:^one necessaria e sufficiente affinchi una curva sia tracciaia sopra una sfera 

di raggio |/p' + ^r^^ . 

n. Pongo piii geaeralmente jc = c (costante). AUora, per le (6), 

do r 

e il teorema precedente si generalizza nel s^uente : ml piano condoiio 
per I'asse del circolo osculatore di una curva e parallelo al piano rettificante, 
le retie parallele a guesto asse e rigidamenU legato ad esso geturano super- 
ficie sviluppabili i cui spigoli di regresso C, sono irasformate B dtlla curva 
ed hanno per equaxioni inirinseche le (7), ove 

Queste curve C, sono tutte irasformate T dello spigolo di regresso della 
sviluppabile polare di C; sono congruenti con esso solo quando C t urCe- 

lica cilindrica, ch6 allora -p- 1 — 1 = 0. 

ds\f J 

III. Le (6) non sono soddisfatte per x = ;( = o ossia It binornudi 
di una curva non formano mai una superfide sviluppaHle. 

rV. Volendo invertire il problema 1, cio^ volendo irovare tutte le 
curve che hanno una curva assegnata C come luogo dd centri ddU sfere 
osculatrici, basta porre )f = o. Le (6) dinno 

dx :^ dTi X 

ds p ^ ds p 

fra le quali eliminando ;(, 

d^x t dp dx . X . dp 
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ossia 



d*x , , do 

5^ + ^ + 4 = °' 

ove si t posto 

•/or 

ne segue integrando 

X = c sen (f -{- c' cos 9 — sen 9 / sen ^ds — cos 9 / cos 9^5 
(12) { ^ ^ 

:( =: c cos 9 — c' sen 9 — cos 9 / sen 9^5 -f- sen 9 / cos 9 d^ 

con c e c' costanti arbitrarie. 

Le (12) risolvono il problema proposto e quindi anche Taltro equi- 
valente: travare tuite le traiettorie ortogonali ad una sempliu infiniti di 
plant (i piani osculatori di C). II problema, gi4 risoluto per altre vie, 
si risolve dunque mediante tre quadrature. 

Lc equa:^ioni intrinseche di deiit traiettorie sono 

V. Passando alia trasformazione T, pongo x=o nelle (3) ; ne risulta 



ed eliminando ;(, 



ossia 



ds r * ds r 

ds' ^ ds ds'^ r ' 



ove si £ posto 



ne segue integrando 

(14) 



y '=z ccos^ -^ c' sen if 
7i = c' cos ^ — c sen^ 

con c e c' costanti arbitrarie. 

Condotte per M le due normali di C di inclinazione ^ e (- ^ 

sulla normale principale, h chiaro che il punto Af , (o, y, :() definite dalle 
(14) t quel punto del piano normale di C che dista di c e c' dalle sud- 
dette normali. Or se si tien presente che la (13) 6 la condizione neces- 

Mtmi. Cirt, i/UUm. PsUrmo, U XX (1905). — Sumpato il 15 mtggio 1905. la 
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saria e sufficiente afEnchc Tuna e (quindi) Taltra normale generino su- 
perficie sviluppabili *), si puo asserire che: un punto del piano norniaU 
di una curva C, invariabilmenic legato a due normali ortogonali tra Lro, 
genera una curva C^ irasjormata T di C, quando una delle due nonnali 
(e quindi ValUra) genera una superjicie sviluppabile, 

Osservando poi che le curve C, sono traiettorie ortogonali ai piani 
normali di C, si lia che le (14) risolvono il problema di: costruire le 
traiettorie ortogonali ad una semplice injinitct di piani, quando e nota una 
di essa. Questo problema dunque si risolve mediante una sola quaJratura, 
la (13), mentre che il problema gcnerale richiede tre quadrature. (Clr. IV). 

Essendo poi 

Af M; = x' + y' + :C = c" + c'\ 

ne segue che : due traiettorie ortogonali ad una semplice infinite di piani 
sono dappertutto equidistanti. 

VI. Ponendo :( = o, le (3) dinno y =^c (costante) e x = —c^ 

e pero M^(^xy :() sta sulla retta rettificante di C in Af . Si ha cosl il teorema 
di Cesaro **) le rette parallele alia tangente di una curva C, contenutc nel 
piano rettificante e rigidamente legate al suo triedro fondatnentale, gemrano 
superficie sviluppabili. 

Qui possiamo aggiungcre che : gli spigoii di regresso C, sono trusfor- 
mate T di C; le loro equa^ioni intrinsecbe sono 



p 



={--4(f)]-.={-4{f)]. 

ed hanno in comune con C la sviluppabile rettificante, 

Una curva d geodetica della sua sviluppabile rettificante, dunque C 
e C, sono geodetiche della comune sviluppabile rettificante ed egualmentc 

inclinate sulle generatrici ; poi M A/^ = c I / i -f" ( — ) • 

Dunque: se a partire da ciascun punto M di una geodetica C di una 
superficie sviluppabile si porta sulla corrispondente generatrice il segtnento 

Af Af J = c 1/ I -f- I — ) i '' ^^ogo del punto A/, t un'altra geodetica 
igualmente inclinata sulla generatrice. 



*) CbsAao, loc. dty pag. 139. 
**> LoCi cit» ptg. 149. 
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Sc C i un'elica cilindrica, ciod se — h costante, si ha 

r 

y, = 5-fcost., p, = p, r^ = fy 

e per6 il teorcma evidente : un'tlica cilindrica pub scorrere sul cilindro 

ml senso dtllt generatrici e seriT^a defortnarsi, e del quale il precedente pu6 

ritenersi come una generallzzazione. 

Vn. Per y =z ±_ f^ le (3) dinno 

, = ±4. . = :pe[X + JL(4)]. 

Or, come d facile vedere, il punto Pl)' = ihp> ^ = do r -j- I del 
piano normale di C in M non t altro che il centro della sfera oscula- 
trice (Cfr. I) (3' = — ^"j^> ^=p) potato deirangolo i — ^^^ 

piano stesso intorno ad M] dunque: la parallela alia tangenie in un 
punto M di una curva C condoiia pel centro della sfera osculatrice, rotato 

dell'angolo + — intorno ad M nel piano normale, genera una superjicie 

sviluppahihy quando M si muove sulla curva. 

Se C 6 una curva sferica, risulta (Cfr. I) x = o e per6 : il centro 
di una sfera rotato di un angolo retto intorno ad un punto M di una 
curva tracciata su di essa, nel piano normale di questa, genera una tra- 
sformata T della curva, quando M si muove sulla curva. 

Vin. Le (9) non son soddisfatte da x = v = o ossia le normali 
principali di una curva non formano tnai una super ficie sviluppabile. 

IX. Dalla (10) segue che — = solo quando 6 t costante, ossia 

I 
p 

quando •^— h costante; dunque: fra le curve storte le cliche cilindricht 

sono caratterii^ate dal fatto che tutte le loro trasformate N sono curve piane 
contenutt in piani perpendicolari alle generatrici del cilindro. 

X. Per j^ = o le (9) ddnno :^=o, x = c — s con c costante ar- 
bitraria. AUora M^(^xy 7i) 6 un punto della tangente in M, ed essendo 
M M^ = X = c — Sy il luogo C, dei punti Af, 6 una sviluppanre di C; 
dunque: le sviluppanti di una curva sono trasformate N di essa. 

Piu generalmente, per y = c' (costante) le (9) dinno pure :( = o, 
X = c — 5; quindi: un punto di una sviluppante di una curva, spostato 
di un segmento costante c' nel verso della binormale nel punlo corrispondmie 
della curvay genera una trasformata JV della curva. 
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XL Ponendo nelle (9) ;c = o, si hz y=^ I —ds, :t = p. La cur- 

va C, descritta dal punto M, (^xy :Q giace sulla sviluppabile polare di C, 
e su questa 6 una traiettoria ortogonale delle generatrici, ch^ la tangente 
ia Af, , essendo parallela alia normale principale di C in Af, i perpen- 
dicolare all'asse del circolo osculatore. Dunque : la normale principale 
di una curva, spostaia parallelamente a st stessa nel piano normale di 

y = I —dsy descrive una superficie sviluppabile, il cui spigolo di regresso 

giace sulla sviluppabile polare della curva e ne incontra le generatrici ad 
angolo retto. 

II punto Pi o, / —dsy p I delPasse polare di una curva ^ dunque 

tale che la parallela per esso alia normale principale e I'asse polare stesso 

generano superficie svUuppabiU. Ma i valori, =/^^,, r = p soddi- 
sfanno anche le (3) e dinno 



=-K^+T/f-). 



quindi anche la parallela alia tangente condotta per P genera una su- 
perficie sviluppabile. Dunque : le parallele alia tangente alia binormale e 
alia normale principale di una curva, condotte pel punto del piano normale 

disiante per ^ e j —ds dalle ultime due retie, generano tre superficie 

sviluppabili, i cui spigoli di regresso sono trasformate T B N della curva. 

Torino, febbrajo 1905. 

Gustavo Sannia. 



INTORNO ALLA COSTRUZIONE DEI SISTEMI COMPLETI NON 
LINEARI CHE APPARTENGONO AD UNA SUPERFICIE IR- 
REGOLARE. 

Nota di Franoesoo Severi, in Parma. 



Adunanzft del 9 aprilc 190$. 



U prof. Enriques in una sua Nota recente *) ha dimostrato, in 
modo veramente semplice, che I'esistenza di sistemi (algebrici) com- 
pleti, non lineari, di curve algebriche, caratterizza le superficie irregolari, 
ciod quelle che hanno il genere geoinetrico P maggiore del genere 
aritmetico P^. 

La dimostrazione del prof. Enriques 6 fondata suUa rappresenta- 
zione deUa superficie sopra un piano multiplo ; ma ci6 che giuoca in 
mode essenziale nel ragionamento, 6 il principio che una curva algebrica 
irriducibiky che varii con continuitH sopra una superficie algebrica, non pub 
spe^T^arsi seni^a acquisiare nuovi punti doppi, 

Ora, usando di questo medesimo principio, ma operando diretta- 
mente sulla superficie, io son pervenuto a dimostrare che ogni sistema 
algebrico completo ha la serie caratteristica completa **) ; e mi sembra che 
valga la pena di esporre questa nuova dimostrazione, perch^ essa sempli- 
fica ulteriormente la costruzione dei sistemi compled non lineari, sopra 
una superficie irr^olare. 

Aggiunger6 che il concetto direttivo della mia dimostrazione d iden- 



*) Sulla propriety caratteristica delle super fide algebriche irregolari (Rend, della 
R. Accademifl di Bologna, dicembre 1904). Vedi pure la Nota inserita nd aComptes 
rendus» dell*Accadenua delle Scienze di Parigi (seduta del 16 gennaio 1905). 

^*) Per la definizione della serie caratteristica di un sistema continuo, vedi la 
mia Nota: Osserva^iom sui sistemi continui di curve appartenenti ad una superficie al- 
gebrica (Atti della R. Ace. di Torino, febbraio 1904). 
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tico a quello che mi condusse a definire la serie caratterisdca di una 
curva, indipendentemente dall'esistenza di un sistema lineare a cui essa 
appartenga *). Qui, mediante il principio di Enriqtues, vien resa piii 
significativa la costruzione della serie caratteristica, ass^uando anche 
le curve infinitamtnie vicine alia data, le quali segano i gruppi di questa 
serie : cosicch^ pu6 dirsi che sopra una curva della superficie, esiste la 
serie caratteristica, allora e soltanto allora che la curva appartiene ad un 
sistema continue (almeno oo^J. 

I. Sulla superficie algebrica F consideriamo un sistema algebrico 
irriducibile **) e complete {Cj, privo di punti base e la cui curva ge- 
nerica sia irriducibile e priva di punti multipli. Si tratta di provare che 
la serie caratteristica segata sopra una curva generica del sistema dalle 
curve C che le sono infinitamente vicine, t completa. 

A tal uopo fissiamo su F un sistema lineare \E\ , irriducibile e pri- 
vo di punti base, che contenga parzialmente tutto quanto il sistema \C\ 
e che inoltre seghi sulk C generica, una serie lineare completa : ci6 6 
sempre possibile, perche la C 6 priva di punti multipli ***). In corri- 
spondenza ad ogni sistema lineare |C|, contenuto in |C|, formiamo il 
sistema lineare \D\ = |£ — C| , e diciamo \D\ il sistema algebrico irri- 
ducibile — la cui curva generica pu6 pure supporsi irriducibile e priva 
di punti multipli — luogo dei sistemi \D\ . 

Indicliiamo inoltre con X il n*' dei punti comuni a una C e a una 
jD, e con 2 il sistema algebrico costituito dalle curve E che posseg- 
gono S punti doppi. Esseudo irriducibile la varieti V che ha per ele- 
menti le curve E composte da una C e da una D, se 2 6 riducibile, si 
potri sempre scegliere una parte irriducibile 5 del sistema 2, alia quale 
appartengano tutte queste curve composte. 

La curva generica E^ di S & certamente spezzata, perche in caso 
contrario, facendo tendere la E^ ad una E composta da una C e da 
una Dy si avrebbe lo spezzamento, senz'acquisto di. nuovi punti doppi. 
Ed 6 chiaro che la E^ non pu6 spezzarsi che in una curva C^ dello 



•) Osscrvaiioni sui sistemi continui, etc 
•*) Cio6 rappresentabile coi punti di una varieti irriducibile. 
***) Come sistema \E\ pu6 prendcrsi, ad es., quello segnato su F dalle forme 
che hanno lo stesso ordine delle C. 
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sttsso ordine di C ed in una D^ dello stesso ordine di D *). Variando 
E^ entro ad S, per la supposta irriducibiliti di questx) sistema, le curve 
C^, D^ descriveranno due sistemi irriducibili, 11 primo dei quali coinci- 
dcrl col sistema compkto }C|, e Taltro con {Dj, perchd quest'ulrimo si- 
stema contiene tuiti i resti delle C rispetto ad |£|. Dunque il sistema 
S non t pit ampio del sistema Fy come a priori potrebbe credersi ; ma, 
a] contrario, i due sistemi coincidono ; e poichd la curva generica di S 
uon puo stare in un'altra parte di 2 , si conclude che le curve E do- 
tate di S punti doppi e infinitamente vicine ad una curva E^ generica 
(composta da una C e da una D), appartengono tutte quante al siste- 
ma F. 

Ci6 posto, fissate due curve generiche C, D, mutuamente residue 
rispetto ad £", si osservi: 

1°) Che le curve E passanti pei punti del gruppo {CD\ segano 
ultcriormente su C la serie caratteristica completa, e quindi che godono 
della stessa proprieti quelle, tra le curve E suddette, che sono infinita- 
mente vicine a C -|- D. 

2*^ Che queste uWme curve E hanno S punti doppi infinitamente 
prossimi ai punti (CD), e quindi appartengono al sistema V. 

Tale proprieti si pu6 infatti presentare sotto la seguente forma 
proiettiva : Data una superficie non sviluppabile (per es. dello S ), ogni 
piano passante per un punto P della superficie e infinitamente prossimo 
al piano ad essa tangente in P, tocca la superficie in un punto infini- 
tamente vicino a P. La cosa diviene intuitiva sotto la forma duale. 

3®) Che ogni curva del sistema T, infinitamente vicina a C -}- ^> 
appardene al sistema lineare T delle E che passano pei punti (CD)**). 



*) Si pu6 intuitiva men te giustificare il prindpio appiicato, osservando che, se di 
due curve infinitamente vidne E^ ed E, Tuna, £, 6 spezzata in C-f- D, I'altra sari 
spezzata in una curva infinitamente vicina a C ed in una infinitamente vidua a D. 
Invero, se la curva (superfide di Riemann) E^ fosse irridudbile, da un suo punto si 
potrebbe andare ad ogni altro con un cammino condnuo non traversante i S punti 
doppi di Eq , che sono infinitamente prossimi ai 8 punti (CD). Ogni tal cammino 
darebbe luogo ad un cammino infinitamente prossimo, tracciato sulla C -\- D\ o^ dun- 
que da ogni punto di C si andrebbe ad un punto di A senza traversare i punti (CD): 
il che ^ assurdo. 

••) NeUo spazio lineare i cui punti son le curve £, la variety V 6 toccata dallo 
spazio T e dagU analoghi (che hanno la stessa dimcnsione di V). 



Col linguag^o proietdvo ci6 equivale ad affermare che ogni | 
locciii una data superficie noD sviluppabile (dello 5 ) in un punto 1 
nitamente vicino al punto P della superficie, passa per P. Am 
propriety (inversa della precedente) ^ intuidva sotco la forma dag 

Da tuno ciu discende tn modo iminediato che t completa 
caralleristica del siitema \C\. 

OssERVAZioNE. — In particolare se \C\ i il sistema completo < 
ottiene a partire da un sistema lineare regolare \C\ di dimei 
sari r ^ P — P, \^ dimensione di \C\ e dun<nie,MUorquando Pi 
avremo suUa F un sistema compkto non lineare. 



2. II teorema dimostraio si esiende subito ai sistemi < 
puuti base assegnati (di uioheplicitA virtuale uguale all'effeniva), ( 
geucrale a quei sistemi la coi curva generica possegga punti doppi n 

A proposito di questi sistemi, e appcna necessario awerd: 
senso debba iniendersi la conipletezza. Un nl sistema dovri did 
pleto, quando non c contenuto in uuo piii ampio di curve dd 
ordine e collo siesso numero di punti doppi variabili. 

Ma questi sistemi ofFrono poco interesse, perch6 non difl 
le superficie irregobri dalle regolari (cosl per es. nel piano il si 
cubichc con un punto doppio i completo nel senso ora dem 
lineare). 



Parma, a aprile 1905. 



Francesco SevJ 



SULLE FUNZIONI DI GREEN D'ORDINE m. 

Memoria di Tommaso Boggio, in Torino. 



AdunaniA del la febbrajo 1905. 



In questa Memoria studio in modo speciale le propriety di certe 
fiumoni poliarmoniche in un corpo circoiare o sferico. 

Nei cap. I e 11 stabiiisco per le fiinzioni poliarmoniche e per le 
funzioni di Green d'ordine m alcune propriety che sono una estensione 
di altre ben note relative alle funzioni armoniche e alia ordinaria fun- 
aone di Green. 

Nel cap. in considero un'area circoiare e faccio vedere come certi * 
integrali, estesi a tutto il cerchio, e relativi a prodotti di funzioni poliar- 
moniche per funzioni di Green d'ordine qualunque> possano esprimersi 
o sotto forma finita, o median te integraU semplici (cio^ quadrature). 
Estendo poi queste proprieti al caso di un campo sferico. Per ottenere 
questi risultad non occorre affatto la conoscenza delle funzioni di Green. 

II cap. IV 6 destinato alia costruzione delle funzioni G^ di Green 
d'ordine m e di i* specie per campi speciali. Esprimo perci6 la funzione 
G^ mediante funzioni poliarmoniche che determino successivamente con 
un metodo assai semplice. Tale funzione G^ ha un segno costante nel 
campo considerate ; inoltre essa si pu6 porre, anche nel caso di quante 
si vogliano variabili, sotto una forma assai semplice, mediante la consi- 
derazione di un integrate definito ; questa forma si presta bene a stabilire 
un'altra proprieti, della funzione G^ , che 6 Testensione di una gia nota 
dovuta al Poincar^. 

Dall'espressione della funzione G^, nel caso delFarea circoiare, si 
deducono agevolmente dei limiti superiori per i massimi valori assoluti 
delle derivate dei primi 2 m — i ordini di G^ ; questo e mostrato nel 
cap. V. Se ne trae poi di conseguenza che Tiiitegrale u deirequazione 

Rtmd. drc MmUm, PmUrmo, t. XX (1905). — Stampato il 19 maggio 1905. 13 
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d^^ u = F{xy y) (F essendo una data funzione di x, y), che si annuUa, 
sul contorno, coUe sue derivate nonnali successive dei primi m — i or- 
dini h finito coUe sue derivate parziali dei primi 2 m — i ordini, in ogni 
punto del cerchio e del suo contorno. Inoltre i massimi valori assoluti 
di queste derivate tendono a zero quando il raggio del cerchio decresce 
indefinitamente. Dimostro infine le proposizioni analoghe nel caso di un 
campo sferico. 

Queste propriety, come mostrer6 in una pros^ma pubblicazione, 
trovano una applicazione immediaca nella determinazione di una funzione 
Uy regolare in un'area d, semplicemente connessa, che soddisfa nei pund 
di <x alPequazione A^^m ■=, f{u) [ove /(u) h una funzione data di w e 
delle sue derivate parziali dei prhni 2 m — 2 ordini] , e che sul contorno 
assume coUe sue derivate normali successive dei primi m — i ordini, dei 
valori assegnati. II metodo che conviene adoperare 6 un'estensione di 
quello classic© delle approssimazioni successive, proposto dal Picard per 
integrare le equazioni di 2^ ordine della forma A^ « = /(u) [/(«*) es- 
sendo una data funzione di u\ , colla condizione u = o sul contorno. 

I. 
Generalizzazione delle formole di Green, 

I. Consideriamo un volume S limitato da una superficie chiusa <i; 
mdichiamo con ;/ la normale a -r diretta airiiiterno di S e con u, v due 
funzioni regolari nello spazio S; allora si ha ovviamente, mediante inte- 
grazioni per parti *) : 

Js\ ax dx ' dy dy ' or d^ / 

Js\ dx dx "*" dy dy "•" dx^ di } 



f: 



•) Indichiamo, secondo Tuso, con A , A^ , . . . i simboli operatori A^ A, , 

d* d* d* d* 'd^ 

A, A, A, , ... ove A, = ^, + ^, + ^— ncl caso di 3 variabili, e A, = — + — 

od CMMQ di 2 variabilL 
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oade sottraendo : 

questa formola, del resto, discende subito da un noto lemma di Green. 
Indichiamd con m un numero pari, e poniamo in questa formola 
V = Uy poi successivamente : 

r z= niy 5=1 

r =• m — I, 5 = 2 



e sommiamo le formole che cosl si ottengono ; risulteri : 

+ L X V^'^-- « -^^i — '^'^^•- » rf„ j -^ ' = °' 

nella quale formola compariscono, sul contorno, i valori delle funzioni : 

Supponiamo che su a siano nulle le prime m delle quandti {a\ 
allora risulta dalla (2): 

se poi la funzione u 6 m-armonica in S *), ne segue: 

\^u 1= o 
in cutto il campo 5. 

Se poi m 6 un numero dispari e si pone v = , invece della 

(2) si ha la seguente: 



*) Ricordiamo che una funzione u si dice m-armonica, o poliarinonica di ordine 
ffiy in un dato campo, se k regolare in tale campo e soddisfa airequazione A^^ uz=:q. 
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-^vA'**" '^w ""* 'i" / Jo "dit ' 

perci6 se su a sono nulle le prime m delle quantiti (a) si deduce: 

se inoltre la funzione u t m-armonica in 5, se ne trae: 

dx dy d[ * 

delle quali segue facilmente, in ogni punto di 5: 

A^^a = o. 

Cosl proseguendo, h facile dedurre, qualunque sk m, che la fun- 
zione Uy poliarmonica d'ordine m in 5, e della quale su a son nulle le 
prime m delle quantiti (a), 6 identicamente nulla in ogni punto di S. 

£ chiaro che se sopra d sono nulle le prime m delle quantiti (a), 
saranno pure nulle, nei punti di <x, le derivate normali dei primi m — i 
ordini di u, e viceversa ; perci6 si pu6 anche dire che se una funzione u, 
m-armonica in 5, si annulla sul contorno colle sue derivate normali dei 
primi tn — i ordini, sari identicamente nulla in tutto il campo 5. 

Come conseguenza immediata si ha : Se di una fun:^ione u, regolare 
in S, si conosce il A^^ , e se sul contorno <x le prime m delle quantity (a) 
assumono valori assegnati, la fun^^ione u risulta completamente deUrminata 
in ogni punto di S. Owero: Una funs^ione u, regolare in S, di cui si co- 
nosce il A,^tt> t completamente determinata nelVintero campo S, se sul con- 
torno d si conoscono i valori della fun:^ione u e delle sue derivate normali 
successive dei primi m — i ordini. 

2. Poniamo ora nella formola (i) successivamente : 

r = m, 5=1 

r = m — I, 5 = 2 



r = 2, 5 = m — I 

r = I, 5 = m 
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e sommiamo le formole che cosl risultano; si avri; 

che chiameremo il lemma di Green per Vopera:^ione A^^. 

Se, in particolare, le funzioni Uy v sono m-armoniche in 5, si ha: 

questa formola pu6 ancora scriversi: 

(30 tX(^^.»%-"-^..«%->' = 0- 



Poniamo ora: 



V = r***^' 



ove r £ la distanza dell'origine delle coordinate da un punco qualunque 
(^> y> 0* ^ ^^ punto 6 fuori di S, la funzione i;, data dalla formola 
precedente, h regolare nello spazio 5, quindi la formola (3) sussiste 
inalterata. 

Se invece Torigine 6 un punto di S, a distanza finita dal contorno, 
le derivate di v dell'ordine 2 m — 2 diventano infinite precisamente in 
questo punto, quindi la (3) non sussiste piu. Escludiamo perci6 il punto 
O da 5 mediante una sfera S^ , di centro I'origine 0, di contorno a^^ , e di 
raggio Rq piccolo in modo che questa sfera sia mtta contenuta nel 
campo 5. 

La funzione r**^^ risulta allora regolare nello spazio S — S^ , ed 
inoltre, come h facile verificare, 6 m-armonica in tale spazio; perci6 la 
formola (3) applicata alle funzioni w, r^*""^ che sono regolari nello spazio 
S — S^, il quale ha per contorno <y -f- ^o> porge: 



I 






+?.X..('-"^^'=3^ - ^-■"■-%')^' = °- 



od ancora: 



*) Cfr. GuTZMER, Remarques sur certaines iquations aux diffirences partklles 
d'ordre supirUur (Journal de Math6matiques, IV® s^rie, t VI (1890), pp. 405-422]. 
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5-^0 



ove Wq d la normale a a^ diretta airesterno di S^ . 

Si faccia ora tendere a zero il raggio i?^, allora 6 facfle vedere che 
Tultiina ^ tende a zero; e osservando che 

si otterri: 
A-.A...JS=|;,jr(..,^/Ju=^-A_,r-.%.«)j. 



+ 



(im — 2)!lim / \ u—, -j — M(t. 



Chiamiamo inoltre u^ il valore di u nel punto 0> ricordiamo che 
d<i^=:i?* senOrfOd^, e si avri: 

u—. -; — \da = — u.l sea^d^d^ 




_ f(u~ujseafid^d^ — f —R^sea^d^d^, 



onde: 



ag •/(TQ-^'-a 






lim 
quindi infine: 

che si pu6 chiamare la f ormolu di Green ptr Vopcrazione d^ *). 



*) Quesu formob, per m s=t 2, ^ stata ckta dtl MATBifity nd iuo kroro: M^ 
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Se il punto cade su a basta porre nel primo membro di questa 
formola 2 7P al posto di 41^. 

Questa formola vale anche se il campo 5 £ lo spazio indefinito 
esterno ad una o piCl superficie chiuse ; bisogna per6 supporre in tal caso 
che quando r tende ad 00, le derivate d'ordine i della funzione u molti- 
plicate per r*"^'(i = 0, i, ..., im — i) tendano verso limid determi- 
nad e finid. 

Per funzioni di 2 varialnli, definite in un'area piana d, limitata da 
on contorno chiuso s, bisogna invece porre: 

V = r*"*"* log r, 

e si otdene la formola corrispondente della (4): 

(4.) I -tji^.^' ''-r'°^' ......,(.--iog.)V> 



— I r 



H 
Le funzioni di Green d'ordine m e lore propriety generali. 

3. Chiameremo funi^one preliminare di Green d' or dine m t di i^ 
spuie la funzione F^ , m-armonica in S, e che su <i soddisfa alle condizioni : 

UJ TT — J i ' (t = o, I, ..., m— I), 

an dn 

ove r 6 la distanza di un punto fisso qualunque M di S da un punto 
mobile. 

Si vede facilmente, analogamente a quanto si h detto in fine del § i, 
che essendo verificate le (5), saranno soddisfatte le segueud se m 6 pari : 

!1^._^ r^ = A^ ._^ r***"^ 
dn dn 



rndre sur I'iquation aux diffirences, etc. [Journal de Math^niatiques, II* s^rie, t. XIV 
(1869), pp. 578-421]. Per m qualunque, Tho data (senza dimostrazione) nella mia 
Nota : Un t$ortma di reciprocita sulle funzioni di Green d'ordinc qualunque [Atti Ace. 
Torino, vol. XXXV (190Q), pp. 498-509]. 
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owero queste altre sc m t dispari: 

I an an \ 2 / 

N M — I IM M — I ' 

e queste condizioni possono sostitairsi alle (5). 

Se si pone: 
(7) G. = r*-'-r., 

la funzione G^ 6 nulla su <7 coUe sue derivate normali successive dd 
primi m — i ordini ; 6 poi m-armonica nel campo 5 salvo nd polo M, 
da cui si contano le distanze r, perch^ in questo punto le derivate par- 

ziali d*ordine im — 2 diventano infinite come — . 

r 

La funzione G^ la chiameremo fun^iotu di Green d'ordine m cdi 
I* specie *). 

In qualche lavoro precedente ho chiamato fun^one di Green d'or- 
dine m e di i* specie la funzione r^; ora invece, seguendo il PoiNOARfe 
ed altri autori, ho indicato con tale nome la funzione G^ , che, del resto, 
c quella che comparisce nella maggior parte delle formole che incon- 
treremo; poich^ per6 occorre talvolta considerare la funzione r^, cosl, 
come dissi, verri chiamata funzione preliminare di Green d'ordine m 
e di I* specie. 

£ chiaro chela funzione G^, al pari di r^, dipende soltanto dalla 
forma del contorno d, ed 6 funzione di due terne di variabilL 

Nel § 1 si e dimostrato che una funzione u, regolare in S, di cui 
i noto il Aj^ , t determinata in ogni punto M di questo campo allorch^ 
sul contorno si conoscono i valori delle prime m delle quantiti (a) ; ora 
mostreremo che se si sa determinare, nel campo S, la funzione di Green 
d'ordine w e di i' specie, il cui polo ^ il punto M, si sapri pure tro- 
vare il valore, nel punto Af, della funzione u, 

Infatti, chiamando u(M) tale valore, la (4) porge: 

(2m — 2)!4wm(M) 



•) Nel caso di due variabili, la funzione G, 6 suscettibile di una semplice inter- 
pretazione fisica. Cfr. in proposito la mia Nota : SulVequilibrio delU piastre elasticht 
UiMstraU [Read. Ace Lined, vol. X, i^ sem. 1901, pp. 197-205]. 
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ma dalla (3) applicata alle funzioni r^ ed u si ottiene : 

(r)/r......5=J,/(.....%^-._r.%if).., 

onde sottraendo e ricordando la (7) e le (6) se m d pari si ha : 

(8) J -fG.K^udS 

U = (2m-a)!4it; |x = -^ J , 

la quale formola, supposta nota la funzione G^, fornisce appunto U 
valore della » nel punto M. 

Se m h dispari, invece delle condizioni (6) bisogna applicare le (6') 
e si otdeae cosl: 

k = (im — 2)!47c; v z= I . 

In particolare, indichiamo con f (x, 3^, :() una funzione data, condnua 
coUe sue derivate di 1° ordine, e cerchiamo la funzione w, regolare in 
Sy cbe soddisfa ivi all'equazione : 

e nei pund del contorno <i alle altre : 



7=0, (» = o, 1, . . . , m — i). 



dn' 



Da queste condizioni e da quanto si disse nel § i, risulta cbe nei pund 
di 9 si avrik pure : 

'^"'^^^^ 'JT^'' (1 = 0, I,.... -^j 

se m 6 pari; owero : 

Jtoii. Circ. lliilfM. P«l<fM», t. XX (1905). — Sumpato U 19 mftggio 1905. 14 
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se m 6 dispari. Perci6 dalla (8) od (8') si deduce in ogni caso : 

(9) k u (x, y, = -J^S^^ 3^. ^ ; ^. ^, 0^(^> ^, 0^5 (dS = d^drjdC). 

Per funzioni di 2 variabili bisogna sostituire in luogo di r*"*~' Tespres- 
sione r""~Mogr, perci6 invece delle (5), (7) avremo: 

(,s d'Y. _ d' (r'"-' log r) 

UJ . . — T"! = 0, I, .... m— I), 

an a « 

(7.) G, = r"-Mogr-r.; 

applicando poi la (4 J si ottiene la formola seguente, analoga alia (8): 

(8.) j -fG„^,.uda *) 

ed un'altra formola, che non scriveremo, inaloga alia (8'). 
La formola corrispondente della (9) t : 

(9.) k'u{x,y) = Jg^ (x, y ; e, ») f (e, ») d <t. 

4. Consideriamo una funzione u, regolare in 5, di cui sia noto in 
5 il A^^ y e sul contorno <7 i valori delle quandti : 

ove 5j , 5j , ... 5^__, , s^ sono numeri interi e positivi (dei quali il primo 
soltanto pu6 esser zero) e minori di niy disposd per ordine di graudezza 
crescente e tali inoltre che tre consecutivi non siano mai ^uali ; nei ter- 
mini {b) compariscono delle derivate i cui ordini sono rispettivamente 

o, 2 5, 4* ^> 2^3 > • • • > ^^m-x + ^> ^^m'y orbene supporremo ancora che 
questi numeri siano tali che la somnia di due qualunque di essi non sia 
mai eguale a im — i. 

Per determinare la funzione u^ allorquando sul contorno si cono- 



*) Per m = 2 questa formola ^ stata data dal Prof. Lauricella nella sua Me- 
moria : SulVequd\ione delU vibra;ioni delh placche elasticht incasiraU [Memorie della 
R. Accademia ddle Sdenze di Torino, seric II» t. XL VI (1896)]. 
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scono i valori delle quandti (^)> basta determinare una conveniente fun- 
zione di Green d'ordine m. 

Consideriamo infatti una funzione F^, m-armonica in S, e che nei 
punti di (T verifichi le equazioni: 

K = ^'"^' 



dn dn 

(10) 



a5j tH t5j 



'^^.^i': -i^.. »-'"-' 



^n dn 

sottraendo allora la (3"), nella quale si legga T^ al posto di T^, dalla 
(4'), ricordando le (10), e ponendo, analogamente alia (7) : 

G' = r'*"-' — r' , 

m m > 

t facile ottenere : 

la quale dimostra la propriety enunciata. 

£ chiaro che la funzione T*^ ora considerata, dipende dalle coordi- 
nate del polo e del punto mobile; a questo riguardo ora dimostreremo 
che ^ simmetrica rispetto a queste due terne di coordinate *). 

Siano percid P^(x^, y^, 0> ^i(^.> >'.> O ^^^ P^"^ ^^ -^i ^^d'* 
chiamo con rJ^(Po, P,) il valore in P^ della funzione r|^ avente per 
polo il punto Pj , e con V*^ (P, , P^) il valore in P, della funzione T^ il 
cui polo h P^; allora si vuol dimostrare che: 



•) Questo teorema lo diedi, senza diraostrazione, nella niia Nota gii dtata: Un 
teortma di reciprociti, etc 
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Sc P(x, y, :() 6 on terao punto di 5 e si pone : 

r.(iO = r:(P, p.), 

basteri far vedere che 

•f 

Chiamiamo percid r^, r, le distanze di P^ e P, da P; dalla (ii) si ha, 
ponendo per G^ la sua espressione: 

/iA r 
J ^ V**i«-.a»j-a ' I **a«i-a»a-a * ly •* " 1^ 

rd\ r 

— / — P-^CH r*"-J_A r)d«r-f-... 

f J -| V am— 2*2— a o am— a*,— a * a/ ** 1^ 

Sottraendo si deduce : 

/*/ JA r dA r\ ) 
L /(a r "-"«-' ' —A r ""~""~' "Uqf 

G)nsideriamo ora gli / contenuti tra le | • • • | ; essi sono m in tutto, 
inohre, per le ipotesi fatte sui numeri 5, t facile riconoscere che qucsd 
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mmU-^tmam^ttm».am^^-mmmi tl f~Ufc^^ Tl TT 



mt^rali sono tutti diversi tra loro e che quindi essi non sono altro che 
quelli contenud nell'espressione 



scritti per6 in ordine diflFerente; ora, in virtii della (3') I'espressione pre- 
cSdetite vale zero. 

Tenendo como delle (10), I'eguaglianza precedente diventa: 

*[r.(Po) - r.(P.)] = l{''r' ^^"i{^' - rT-' '^^'y^y <' 

e per qiianto si disse or ora possiamo anche scrivere : 

*[r.(i'o)-n(i'.)] 

ed ancora : 

*[r.(^o)-ro(P.)] 

ma il 2** membro vale zero, come ho mostrato nel § 4 della mia prima 
Nota citata, ondie si conclude : 

come volevasi dimostrare. 

Nella mia Nota gi4 citata : SulV tquilihrio delle piastre, ecc, ho fatto 
vedere che quesco teorema di reciprocity, nel caso di 2 variabili e della 
fimzione G,, d4 luogo all'interpretazione fisica seguente: Sia a una 
piastra elasdca, piana, disposta orizzontalmente, e sia applicato in un 
punto qualunque A di essa un peso P; allora lo spostamento (verticale) 
in un altro punto qualunque M di (r ^ lo stesso di queUo che si avrebbe 
nel punto ^ se il peso P fosse applicato in M. Un caso assai particolare 
di questo teorema, e precisamente il caso in cui la piastra a i circolare 
c il punto M h nel centro, trovasi a pag. 138 dcU'opera del Boussinesq, 
Applications des patentiels d Vitude de Viquilibrt et du mouvement dts so- 
tides ilasiiquts (Paris, 1885). 
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m. 

Trasfbrmazioiie di integral! 
relativi alle funzioni di Green d'ordine m. 

J. Indichiamo con a un'area circolare di raggio R, il cuicontomo 
verrd indicato con 5; come origine delle coordinate assumeremo ilceo- 
tro di a. 

Denodamo poi con F(x, ^) una funzione daca, n-armonica in <r; 
allora la funzione u, r^olare in a, che soddis£i alle equazioni: 

(12) A^u = F (in d) 

(13) a = o (su s) 

i data dalla formola (9,) del § 3 ove vi si faccia m= 1, e si ha cod: 

(14) 2i.u(x, y) = J G.(x, y; 5, io)F(5, in)da, 

ove G, i Tordinaria funzione di Green. 

Questa formola esprime la funzione u mediante un int^ale dop- 
pio; h per6 facile txovarne un'altra che dia la u espressa per mezzo di 
integrali semplici (quadrature). 

Osserviamo per questo che la funzione «-armonica F pu6 rappre- 
sentarsi, come 6 ben noto, colla formola : 

(1 5) F (x, y) = Xi P'V< , (P' = ^* + y') , 

le /,. essendo funzioni armoniche conosciute. 
Sostituendo nella (12) si ha: 



n — 1 



00 A,«=Zip"/.. 

o 

la quale mostxa che la funzione u ^ poliarmonica d'ordine n -\- i, e 
pu6 percid scriversi : 

(17) « = ip'?,> 

o 

k f, essendo funzioni armoniche da determinarsi. 
th questa eguaglianza si deduce: 

^« = Z.{4s'9'-'9. + 4^P"-'.p|^) , 
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e confrontando coUa (i6) : ^ 

J.P"-' (4^*?. + 4^P^ -/.-.) =o; 

ora, Tespressione entro parentesi k una funzione armonica, perci6 af- 
finch^ quest'equazione possa sussistere debbono necessariamente essere 
nulle le espressioni entro le parentesi, cio^ : 

^9, + P^ = —/,_,> (^=1, 2, ..., If), 

da quest'equazione si ricava con una nota formola : 

I C^ 

(18) 9, = ^P" J P"7,-x^P (5= I, 2, ... , n\ 

e cosi conosciamo gii le funzioni armoniche 9, , 9^ , . . . , <p^ . 

Rimane ora da determinare la funzione armonica f^. 

Dobbiamo perci6 ricorrere alia (13) che ci di, tenendo conto 
della (17): 

|!,*"9, = (sopra 5), 

e quest'equazione, com'6 chiaro, sussiste non solo nei punti di 5, ma 
nell'intero cerchio a. 
Se ne trae: 

I 

la funzione 9^ h cosl conosciuta, e sostituendo nella (17) potremo scri- 
vere : 

09) « = 5.(p"-^")9., 

le funzioni 9, essendo date dalle (18). 

Questa formola esprime appunto la funzione u mediante int^rali 
semplici. 

Se F ^ un polinomio, h pure, di conseguenza, una funzione po- 
liarmonica; allora nella (15) le funzioni/,. sono polinomi armonici, per- 
ci6 dalle (18) risulta che le 9, sono anch'esse polinomi armonici, e in- 
fine la funzione u data dalla (19) sari pure un polinomio. 

6. Indichiamo ancora con F(x, "j) una funzione w-armonica data e 
cerchiamo la funzione u, regolare in (r, e che soddisfa alle equazioni : 
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(20) \n.^ = P (in <^) 

(21) tt = -— = ... = -— ;— = o (su 5). 
^ '^ an a n ^ ^ 

£ chiaro intaoto che la funzione u ^ poliarmonica d'ordine m 4~ ^ 
percio, come c noto, pu6 rappresentarsi con m '■\- n funzioni ajrmoakhe 
?o > ?i > • • • > ?«-K»-.i mediaiue la. formola : 

Se ne trae: 

che pu6 ancora scriversi : 

* 4.. 4^P |_p.-. ^p J, 

ne viene, in modo analogo : 

e in generale : 

Quesca eguaglianza pu6 ancora scriversi : 

^"^ 4-' '^ Lp' dp" J' 

ove si d posto, per breviti: 

h^ = 4*(5 — m + i)(5 — m -f- 2) ••• (5 — 1)5; 
perci6 sostituendo nella (20) e ricordando Tespressione (15) di F, si ha: 

dalla quale si deduce, come nel § precedente : 

'Y — 5p*^ /i = ^ ^^=^» ..., If — I) 

cio^: 

(.3) a"(p-y^.) ^^p.. 



Da quest'equazione si ricava : 
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quindi : 

e con una integrazione per parti : 

ne segue : 

ed integrando per parti: 

"^'ar--' = ^H''f-" - ''£'■" f''> +/f'"^'^']' 

cosl proseguendo si trova infine : 

del resto ^ assai facile verificare che questa funzione soddisfa efietdva- 
mente alia (23). 
Se ne deduce: 

c"^) '- = o^^X' ^- "' (" 7 ' ) '"-'-' £'"'f' ' ' 

(j = O, I, . . . , If — I) , 

e cosl conosciamo le funzioni annoniche 9^ , 9^.^, , . . . , <p, 



WH-fl — I 



7. Dobbiamo ora determinare le funzioni armoniche 9o> ?i > • • • > ?».-i> 
e percio ricorreremo alle (21), clie sinora non sono state adoperate. 
La prima delle (21), tenendo con to della (22), porge nei pund di s: 



m-fcfi— I 



(25.) ^.R"9. = o, 

e quest'equazione & valida non solo su Sy ma in tutto il cerchio (r. 
Dalla (22) e dalla seconda delle (21) si ha poi: 

cio6, poichi f = R: 

Rmtd. Cirt, Msitm. PmUrmo, t. XX (190$). — Sumpato tl 19 maggio 1905. 1$ 
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e quest*equazione, come si riconosce subito, sussiste non solo nei pund 
di Sy ma neirintero cerchio <i. 

Dalla (25 J risulta poi subito che I'equazione precedence si riduce 
alia : 

I 

Similmente, tenendo conto delle (25,), (25 J 6 facile vedere chela 
terza delle (21) conduce alFequazione : 

m-»-ii— I 

(25,) 5. K^-0^"-*?. = o; 

e cosl procedendo si trova infine che Tultima delle (21) fornisce Te- 
quazione : 

(25 J '"£'sis-i)...(s-m-\-2) i?"-'-' 9. = . 

m— I 

Da quest'equazione si ricava <p^_, , che .4 Tunica funzione incognita 
che vi figura ; da quella che la precede si ottiene poi <p^_j , e cosl via; 
la (25 j) fornisce poi la funzione 9,, la (25 J la funzione <?, , e la (25^) 
la funzione 9^. 

In tal modo tutte le funzioni armoniche <p, che figurano nella (22) 
sono conosciute e risultano espresse mcdiante integrali semplici (qua- 
drature). 

Ricordando poi la (9,) e le (15), (22) potremo scrivere : 

(26) I G^ J^ }i% dc = k' ^,?^'<f, (S' = $' + T,') . 

Se la funzione f e un polinomio, le funzioni /. che compariscouo 
nella (15) sono, come gii h stato detto, dei polinomi armonici, e allora 
le funzioni <p date dalle (24), (25 J . . . (25^) risultano pure polinomi 
armonici, e infine la funzione u data daUa (22) sard anch'essa un po- 
linomio. 

Questo risultato vale ancora se il contorno s, invece che una dr- 
conferenza, i un*ellisse qualunque. 

Infatti sia F un polinomio di un grado qualunque n ; la funzione 
u che soddisfa alia (20) neirarea limitata dall'ellisse considerata, e alle 
(21) sul contorno, e allora un polinomio di grado 2w -f" w, come ho 
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fatto vedere in una Nota precedente *) ; esso si determina facilmente 
col metodo dei coefficiend indeterminad. 
Sia ciod: 

I'equazione deirellisse 5, e poniamo : 

ove X e un polinomio di grado n di cui dobbiamo cercare i coefficiend. 
£ chiaro allora clie le (21) sono soddisfatte ; sostituendo poi nella (20) 
e confrontando fra loro i due membri si trovano tante equazioni (effet- 
tivamente compatibiii, cio^, come h assai facile vedere, col determinante 
dei coefficiend non nullo) quante occorrono per trovare tutri i coefficienti 
del polinomio \ che cosl risulta conosciuto. 

Se si suppone F = i ^ facile avere dalle (20), (21) nel cerchio o : 

onde, confronundo colla (9 J : 

che i un caso pardcolare della (26). 

8. Sia d' un'area plana semplicemente connessa, limitata da un con- 
torno s\ appartenente ad un piano x'y y\ e supponiamo che si possa 
£sire la rappresentazione conforme dell'area a' sopra un cerchio a ap- 
partenente al piano xy median te le formole : 

x' =p{x, y)y y = q(x, y), 

ove />, q sono dei polinomi (armonici). 

Si voglia poi cercare la funzione u\ regolare in d' e che soddisfa 
alle equazioni: 

A>' = F (in O /. . _ _^ , _dl\ 

a' = o (su 5') V "" 5x'^ + dy'J ' 

ove f ' d una data funzione «-armonica (rispetto alle variabili x\ y'). 



•) B066IO, Sopra alcunt funiioni armoniche hiarmonichey etc. [Atti del R. Isti- 
tuto Veneto di Sdenze, Lettere ed Arti, t. LX, parte 2* (1901)]. 
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Converri fare la rappreseotazKHie conforme di q' sul cerchio 9^ e 
si avri cosl: 

\u = H'F (in (r) 

a = o (su s) 

ove: 

ed u, F mdicano le funzioni u\ F' espresse mediante le variabili x, y. 
Ora la funzione F h notoriamente poliarmonica, rispetto alle varia- 
bili X, ^ ; e poiche H^ i uii polinomio, anche la funzione H' F sari 
poliarmonica, perci6 la funzione u si pu6 ottenere col metodo esposto 
ncl S 5 > ^^ "^ deduce poi una formola analoga alia (26). 

9. Le proprietd stabilite nei $S 5> ^> 7 ^ possono estendere fadl- 
mente al caso di 3 o piu variabili. 

Indichiamo perci6 con 5 la sfera di raggio R, col centro nell'ori- 
gine delle coordinate, e con o il contorno di 5 ; allora dovendo cer* 
care la funzione u, regolare in 5, e che soddisfa alle equazioni: 

\^u = F OnS) 

du dr-'u , 

dn d n ^ ^ 

ove f (x, jy x^ 6 una data funzione w-armonica, converri esprimere la 
F colla formola seguente, analoga alia (15): 

ed u con una formola analoga alia (22) ; e si dedurrd cosl : 



doh: 






« = T''^'P""f-Z3 



-■t dp 'p 




e cosl via; e si otcerri poi I'equazione corrispondente della (23) che h\ 
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ove la costante Z?^ ha lo stesso significato che nella (23). 

Dall'equazione precedente si ricava questa formola, analoga alia (24) : 

(5 = O, I, . . . , If — I), 

e cosi conosdamo le funzioni annoniche 9^, <p^^., , ... <p«+^_, • 

£ poi evidente che le equazioni (25,), (25 J, . . . (25^) sussistono 
inalterate anche nel caso attuale di un campo sferico, perci6 da esse 
potremo ricavare le rimanenti funzioni armoniche 9^, 9,, . . . , 9^_, ; e 
cosi otterremo la funzione u espressa mediante integrali semplici (an- 
zichfe tripli). 

Se F 6 un polinomio, anche la w 6 un polinomio, e questa pro- 
priety vale anche se il contorno a ^ un ellissoide qualunque. 
In particolare, se f = i, si ha come 6 facile verificare : 

(2m+ i)! ^^ ^ ' 

onde confrontando coUa (9) : 

(27) fG^dS = j^ . (p^ - RT . 



IV. 

Costruzione delle funzioni di Green d'ordine m 

per campi speciali 

10. Consideriamo ancora alcuni campi speciali a 2 e a 3 dimen- 
sioni. 

IndichiamOy come dianzi, con a I'area circolare di centro e di 
rag^o £, e didamo s il contorno di d. 

Sia poi M un punto qualunque di <7 (polo di G^), M' la suaim- 
magine rispetto ad 5, e P un punto variabile qualsiasi di a. 

Ponendo poi: 

i^^OM, p. = OP, e = M(Tp, 

^^ j r = MP, r' = M'P 
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risulta: 

(29) r' = p' + pj — app, cos 0, 

percid se si considera la funzioDe : 

(30) ''•=i-'''' 

si pu6 scrivere : 

(31) r\ = ^(«* + P'pf - 2«*PP. cose) , 

ed elimmaiido fra questa e la (29) : 

(32) r: = r' + -L(i?»_p')(lJ'_pJ). 

Questa semplicissima identity sard adoperata spesso in s^uito. 

Essa intanto mostra che, essendo M fisso, comunque si muova il 
punto P in (r, la funzione r, £ finita e diversa da zero nel cerchio 9, e 
che nei punti P di 5 (cio6 per p, = iJ), si ha : 

(33) ^ = r (su s). 

Risulta poi dalla (30) che la funzione log r, d armonica nel cerchio 
(Sy perci6 in base alia (33) si conclude che la funzione preliminare di 
Green di i** ordine, cioi r, 6 precisamente logr, , e la ordinaria fun- 
zione di Green 6 quindi: 

(34) G, = ]og^*). 

Si pu6 ancora notare che se il polo M cade nel centro O di a la 

(30) perde ogni significato, ma la (32) porge per6 in talcaso: r^ = R, 

II. Cerchiamo ora il valore nel punto P della funzione G^ il cui 
polo 6 il punto M ; converri percio costruire anzitutto la funzione pre- 



*) Si 'pu6 osservare che dalla (54) si ha, nei punti di s : 

n r dn r^ dn r \ dn dn } 2r* dn ' 



d 

quindi, dalk (32): 

dG, _ jg^-p' 

dn "■ Rr^ ' 

da cui segue subito il noto integrale che risolve il problema di Dirichlbt per il cer- 
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liminare T^, m-armonica in a (rispetto alle coordinate di P) e che ve- 
rifica nei pund P di 5 le equazioni (5,) del § 3> cioh: 

r,^ ^^r,_ ti- (r'--Mog r) 

V.5J 7^ ~" 5^^ (« = 0,i,2 m-t). 

Poniamo percid : 

(35) r„ = i;,('"-0>«_,, 

ove 9,^. e una funzione da determinarsi, poliarmonica d*ordine m — i. 
£ chiaro allora, a causa delk (32), che la funzione data dalla (35) 6 
efiettivamente m-armonica in a. 

Nei punti di 5, cio6, in virtii della (33), per r, = r, si ha dalla (35) : 

(3O r^ = ?., 

d'altra parte per 1 = la (5,) porge : 

r^ = r""""* log r , 
sicchd nei punti di i si ha : 

?« = '^""' log r , 
e poich6 la <p^ deve essere m-armonica in (t, si pu6 porre, neirarea <t : 

(37) 9^ = ^'""' log r, ; 

infatti, come si verifica subito, questa funzione 6 proprio m-armonica in 

a, e, per la (33), sul contorno diventa eguale a r^'^-Mogr. 

Determiniamo ora la funzione 9^_, . Osserviamo perci6 che nei 
punti di s si ha dalla (35) : 

dod ricordando le (37), (33) : 

-^-2 =z (2tn — i'^r*"*"' ^— lofif r 4- r**"" ^ ^-i 
an 



(— ^)^' 5^ '"«' + '-• 7^ + - (j^ - T^K. . 



e confrontando colla (5 J per i = i : 

d 
da cui : 



^*«^3 






Tm-i 2^ 9 



equazione che deve esser soddisfatta nei punti di 5; per6 siccome la 
funzione r*"*""* 4 poliarmonica d*ordine m — i (predsamente come la 
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?m-x)> s^ P^^ porre addirittura, anche nei punti di a : 

(39) ?«_.=T''*"-*- 

Passiamo ora a determinare la funzione 9^_j. Dalla (35) si deduce, 
nei pund di s : 

ire ~ dn" ^ \dn dn ) dn 

(4°) i +^[(j7j-(4^) + ''5^-''fi^]^"- 



+ 



, , Jdr dr.V 



ricordando poi la (5,) per i = 2, sostituendo a (p^, ^^_^ i valori gii 
ottenuti (37), (39) e riducendo, si ha: 



onde : 



_ I jxm—6 

?m-2 = 7^ 



percio possiamo assumere, anche nei pund di a : 

analogamente 6 facile ottenere : 

e in generate : 

I 



?«-» — 77 ^ = I, 2, .... m — I). 



Sosdcuendo nella (35) si ha : 

r. = r'"-' log r. +"2, ^ (r» - r|)' r'"—" ; 

^ del resto assai facile verificare che questa funzione soddisfa a tutte le 
condizioni richieste. Dopo cio la (7,) porge : 

(41) G„ = r'-' log ^ - "S, ^ (r* - rO' 

che di nei punto P il valore della G^ avente per polo il punto M, 

Se M cade nei centro 0, la r, va sostituita con ij, come si d vi- 
sco in fine del ^ 10. 



^2»H — a — 2( 
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12. Dalla (32) risulta ancora che nel cerchio (r si ha sempre: 

(42) r^>r; 

di qui si pu6 concludere che la funzione G^ ha un segno costante in a. 
Infatti, per la G^, si ha dalla (41): 

che pu6 ancora scriversi : 

perd6 dalla (42) ne segue, in ogni punto di a : 

G,>o. 
Per la G^ si trova : 

G, = -^(r:-4rV:+3rO-r^log-^, 
4 ^ 

che pu6 esser scritta anche cosi: 






r 4 rv-iXj 



onde dalla (42) si conclude, nel cerchio a : 

G, <o. 
In generale, la (41) pu6 ancora mettersi sotto la forma : 



(41') G„ = (- iTr'-'f 



r 



(y^ — l)«-« 



dx;, 



perci6 dalla (42) si deduce che la futiT^ione G^ ha un segno costante nel 
cerchio <x ; e precisamente se m e pari si ha G^ > o, e se m 6 dispari 
si ha invece G^ <[ o. 

13. Costruiamo ora la G^ per Tarea plana indefinita (r, limitata da 
una retta s. 

£ chiaro che tale area pu6 ottenersi dall'area circolare prima con- 



*) Nel caso del cerchio e del seraipiano, la funzione G^ t stata ottenuta, in altro 
modo, dal Prof. Lauricella. Cfr. la sua Nota: Iniegra\ione dell* equaxione A* fA* u)z=o 
in un campo di forma circolare [Atti Ace. Torino, vol. XXXI (1895-96), pp. 1010-1018J 
e la sua Memoria gi4 dtata. 

Emd. Ore. MaUm. P»Urmo, t. XX (1905). — Stampato il 20 maggio 190$. 16 
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siderata dupponendo che il punto si allontani indefinitamente ; allora 
p e /? tendono ad oo ed il loro rapporto ad i, perci6 la (30) si ri- 
duce ad : 

(43) r, = r', 

essendo r' la distanza del punto P dall'immagine (o simmetrico) M' del 
polo M rispetto alia retta 5. 

Sostituendo quindi r' al posto di r^ nella (41) avremo, per Tarea 
considerata, il valore in P della G^ il cui polo 6 il punto Af. 

Poich6 anche in questo caso t verificata la (42), sussiste pure per 
la G^ il teorema del § precedente. 

£ facile detcrminare, per le due aree ora considerate, la funzione 
m-armonica in <y e che sul contorno assume colle sue derivate normali 
successive dei primi m — i ordini, dei valori assegnad ; tale funzione 
infatti risulta espressa dalla (8,) od (8',) nella quale la funzione G„ 6 
data dalla (41). 

14. Risolviamo ora le questioni analoghe nel caso di 3 variabili. 

Sia 5 la sfera di centro e raggio ^ ; e <x il contorno di S. Sia 
poi M un punto qualunque di S, Af' ha b sua imniagine rispetto a <r, 
e P un punto mobile qualsiasi di 5. 

Adoperando le notazioni (28) e chiaro che sussisteranno tutte le 
formole (29)-(33), mentre, invece della (34), si avri: 

(44) G, = -^ — -^ . 

Cio posto, determiniamo nel punto P, la funzione G^ il cui polo 
i il punto M; costruiremo percio dappriuia la funzione preliminare 
r^, che nei punti P di <i soddisfa alle (5), cio6: 

C5) 77;7"= dn' (f = o, I, ...,m-i). 

A tale oggetto esprimeremo ancora V^ mediante la (35) ; ne viene 
che la (36) sussiste ancora, e osservando che per t = o si ha dalla (5) : 

si deduce, nei punti di a : 

e poicbc la funzione 9^ deve essere .vi-armonica, si pu6 porre, nei pund 
di S: 

(45) ?« = >•!"-' ; 
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^*^tti, quesu fun?ione, come si vede subito ricorrendo alia (30), t ap- 
^^tito ///-armonica in S, e poi sul contorno vale r**""'. 

Per determinare la funzione 9^_, si osservi die la (38) vale an- 
^*>ra, e confrontandola colla (5) per i= i, si deduce, ricordando la (45) : 

onde : 

equazione che k verificata nei punti di a; e poich^ la funzione 9,^, 6 
poliarmonica d'ordine m — i, si puo porre, nella stera S: 

(¥) 9^. = ^^^rr' . 

Determiniamo ora la funzione <f^_^ ; basta osservare che la (40) h 
ancor vera, poi sostituendo a 9^, 9^_, i valor i (45), (46), ricordando 
la (5) per i = 2, e riducendo si ha facilmente : 



?. 



_ (2m— 3) (2m -j) 



2! 2 



equazione che deve esser soddisfatta sulk superficie d ; nei punti di 5 

potremo assumere : 

_ (2m-3)(2m-j) , 

Y»^«— 2 1 2' ' ' 

in modo analogo h facile ottenere : 

«, _ (2m— 3)(2m -s)(2m~7) ^^.^ 
^—3— 3I23 ^ > 

e in generale: 

_(2m — 3)(2m — 5)>»>(2m — 2i+i)(2m — 2i— i)^^,^,,,,, 



^«-.= 



il2' 



(2m — 3)(2m — 5)>>>(2m — 2t— ij ^,^_3^,.. , 



(t = I, 2, ...» m — i). 

Sostituendo nella (35) si ottiene: 

d(^ ci6, per avere la funzione G^ basta sostituire nella (7) e si ha: 
(47) G, = r--^ - rr ^ +1, (^"'-3X^>»-5)-;-(2m-2i-i) ^,,_,.., 

J r 1 ^ 

Un altro metodo, completamente diverso, per costruire la funzione 
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G^ nel caso della sfera, d stato esposto dal Prof. Marcolongo nelb sua 
Nota : DeterminaT^ione delta funxyme di Green di grado n, ml caso di una 
sfera *). In una Nota successiva **) egli ha dato Tespressione esplicita 
della G^ ***) sotto una forma diversa dalla (47), e ne ha dedotto alcune 
interessand propried. 

15. Anche nel caso della sfera sussiste la (42), cio6 r^^ r; da 
ci6 si pu6 dedurre facilmente che la funzione G^ ha un segno co- 
stante in 5. 

Infatd dalla (47) si ha : 

che pu6 pure scriversi : 

G, = rl 5 — flv, 

onde, nel campo 5: 

G.<o. 

Per la funzione G si ha : 
che pu6 mettersi sotto la forma : 



r. 



' 2! 2 J, V 

percid, nella sfera 5: 



G,>o. 



•) Rend. Ace Lined, voL X, 2° sem. 1901, pp. 1 31-137, 

**) Sulla funzione di Green di grado n per la sfera [Rendicond del Qrcolo Ma- 
tematico di Palermo, t XVI (1902), pp. 230-235]. In fine di questa Nou il Prof Mar- 
colongo cortesemente scrive: cDopo la pubbiicarione della mia Nota all*Accademia 
c dd Lined, il Dr. Boggio mi ha gentilmente informato di aver per suo conto riso- 
c luto, con metodo dd mtto diverso, il problema della determinazione della funzione 
c G^ per la sfera, il cerchio, il semi-piano, ecc. Tale metodo e alcune proprieU delle 
c G^ sono esposti in una Memoria che egli ha compiuto da oltre un anno e che an- 
c cora non k stampata ». II presence lavoro h. appunto quello di cm ^ cenno nelle 
linee ora dtate ; esso, e quello che gli far^ seguito, trovasi gii^ annunziato nelle pag. 6 
e 198 delle mie due prime note gii^ dtate. 

•••) Cfr. anche : Orlando, Sulla funzione «"*• di Green per la sfera [Giomale 
di Matematiche di Battaguni, vol XLII (1904X pp. 292-296]. 
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In generale, la (47) pu6 porsi sotto la forma: 



»'i 



(47') G. = (- ,)«^. i-3-S-.-(2>»-3) ,-3 r Cv--!)-' ^ 

^Uindi, ricordando la (42) si conclude che la fun%ione G^ ha un segno 
^ostanU nella sfera S ; e precisamente sc m & pari si ha G^ <^ o, e se 
•»» 4 dispari 6 invece G^ ]> o. 

Se il campo 5, invece che una sfera, d lo spazio indefinito limitato 
da un pianQ (x, la funzione r^ risulteri espressa dalla (43), ove r' rap- 
presenta la distanza del punto P dall'immagine (o simmetrico) M' di 
M rispetto al piano ff ; e la funzione G^ sari ancora data dalla (47). 

Inoltre sussisteri sempre il teorema, dimostrato dianzi, sul segno 
di G . 

m 

Per ciascuno di questi campi si ha poi, median te la (8) od (8'), la 
funzione m-armonica in 5 e che sul contorno assume, coUe sue derivate 
normali successive dei primi m — i ordini, dei valori assegnad. 

16. Cerchiamo ora la funzione di Green d'ordine m e di i^ specie 
nei caso di n variabili e di un campo sferico. 

Converri distinguere due casi: 

I** n numero n 6 dispari; oppure n t pari, ma per6 im <^n. 

2** n numero n 6 pari ed inoltre 2 m ^ n. 

Indicando con F^ ,, la funzione preliminare di Green d'ordine m e 
di I* specie avente per polo il punto M di S, essa dovri, nei punti del 
contorno soddis&re nei 1° caso alle equazioni: 

^ ^ ^ (t = o, I, . . . m - I) 



e nei 2° caso alle altre: 


dn* 



, . — , . (» = o, I w— I), 

an* an* 

ove, al solito, r indica la distanza di M da un punto variabile qualun- 
que P di 5. 

Dopo ci6 la funzione di Green G^^ d*ordine m e di i* specie a- 
ventc per polo M sari data dalla formola: 

(7') G„.. = r*— - r„ . , 

che 6 I'analoga della (7); owero dall'altra: 
(7;) G.,. = r'— logr-r„.., 

che h la corrispondente della (7,). 
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Adoperando le stesse notazioni che nel § lo, si conclude che la 
funzione G^^ 6 in ogni caso data dalla formola seguente, che d una 
generalizzazione delle (4i')> (47) • 

(48) G„,. = Ky- f' ^''^ ~S~^ dv , 

ove k^^ t una costante numerica, che ora detennineremo. 

Poichi& nel campo considerate 6 soddisfatta la (42), cio6 r^ > r, 
si trae dalla (48) che la funzione G^^ ha un segno costante nel campo 
considerato, e precisamente ha il segno della costante h^^. 

£ facile trovare il valore di questa costante. Infatti nel i*" caso si 
ha dalla (48), es^uendo Tint^razione : 

(4?') G.,.=*.,y-'|X-)f-")js^=5;{(i)"~"-.] . 
ciod : 

in questa formola il coefficiente di r***"" 6 : 






oode, confrontando colla (7') si deduce : 

*_. = — 



r.i-iyh-') — I — : 

^* \ t /2m — n — 2t 

Nel 2** caso, posto per breviti 2p = 2m — n, si ha invece della 
(48') la seguente: 



m,n m,n 



+(-.y(7-)'"«^|. 

ove colla scrittura J]' si intende che la sommatoria va fatta escludendo 
il valore i = p; si pu6 ancora scrivere : 

"^^"l^*^ /y J j2m — n — 2$^ ' ^ 

+ (- 0' (*""') »-'"-" Oogr. - logr)j ; 
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^ questa formola il coefficiente di r**""" log r vale : 
^uindi, confrontando colla (7',) otteniamo : 

_ (- ir- 



'^m,n 



(TO 



Si pu6 infine osservare che essendo la (32), al pari della (29), simme- 
trica rispetto a p e p, , cio6 ad M e P, ne vieiie che la stessa proprieti 
compete alia funzione G^^^ , il che i in armonia col teorema di recipro- 
city reladvo alle funzdoni di Green. 

17. Dalla formola (48) & facile dedurre una proprieti della fun- 
zione G. . , che t un'estensione di un'altra dovuta al PoiNCARfe *), rela- 
tiva alia ordinaria funzione di Green. 

Consideriamo, per sempliciti, il caso di 3 variabili. Indichiamo con 
S ed 5' due sfere di cui la seconda sia interna alia prima; sia poi M 
un punto fisso qualunque di S' e diciamo G^ la funzione di Green 
d*ordine m e di i' specie, relativa ad 5, e avente per polo Af, e G'^ 
quella relativa ad S' e avente pure per polo M, 

Sussiste aUora la proprieti seguente : In ogni punto di S' si ha : 

^« > ^L > se m d dispari, 
G„<(^Ly se w 6 pari. 

Infatti conservando le notazioni dei 5§ precedenti e indicando con 
r[ la funzione analoga ad r, , ma relativa per6 alia sfera S', si ha 
dalla (47') : 

r> r N«+i I-3-5 ...(2W — 3) ._. , /•' (t;* — l)"*"' , 

"• ^ ^ (m — i) ! 2*^* J^ v^ ' 



onde: 






*) PomCARi, Theorie du PoimfUl newtonien, $ 73 (Paris, 1899). 
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ora si ha : 

(50) r,>/,, 

questa diseguaglianza si pu6 verificare fadlmente con un calcolo diretto; 
per6 si possono evitare calcoli osservando che — 6 la ordinaiia fun- 

zione preliminare di Green relativa ad 5 e avente per polo M, ed -7 

h Tanaloga funzioiie relativa ad S' e avente pure per polo M; ma per 
questo caso il teorema in questione t vero, come ha stabilito il PomcAti, 

cio6 — <[ — r > di qui segue la (50), e dalla (49) si deduce poi sen- 

I I 

z'altro : 

^m— G'm>^> se m 6 dispari , 
G«— G«<o> se m 4 pari, 
conforme al teorema. 

V. 

Studio delle derivate successive delle fiinzioni 

di Green d'ordine m. 

18. Mediaiite le formole (41), (47) 6 facile trovare dei limiti su- 
periori per le derivate successive della funzione G^ relativa ad un campo 
circolare o sferico. 

Stabiliremo anzitutto alcune-diseguaglianze relative alle derivate suc- 
cessive della funzione G^ . 

Consideriamo perci6 nuovamente un cerchio <t di raggio /?, il cui 
centro ^ rorigine delle coordinate ; al solito, diremo s il contorno 
di (s. 

Usando le stesse notazioni che a § 10, la funzione G, t data dalla 

(34), ciod : 

G, = log r — log r, . 

Siano poi (x, y) le coordinate del polo M, ($, n) queUe del punto 
mobile P, e cerchiamo le derivate successive di G^ rispetto ad x, y, 

Indichiamo perci6 con ^ Tangolo della direzione PM coll'asse Ox\ 
allora poichd : r^ = (x — 0' + (y "" ^)^ ^i ha : 

Br f ^ — 5 Br I y — ^ 

3- = cos 4; = , ;;— = sen J/ = ^ , 

ox ^ r By ^ r ' 
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se ne trae fadlmente: 

dlogr I , dlogr i , 

— ^^— = — cos 4 , >^ = — sen 4 , 

ax r ^ ay r 

d^logr I , d'logr dMogr i , 

-3-7- = rC0S2 + =: ^-4- , 3—^ = r sen 24/, 

ax r ay axay r 

e in generate: 

d*logr (n — i)! 

Q^n = (— ^n ^ COS « + 

(jO ( :snx e M («=i, 2,...), 

le altre derivate d'ordine n non hanno un valore diverso da quelle ora 
serine ; indicando quindi con £>" una derivata parziale qualsiasi d'ordine 
If, rispetto alle variabili x, y^ ciod uno qualunque dei siniboli 

dx^ * dx-'a^ * • • • dxd/-' ' "a/ * 

avrenio dalle (51): 

,Z)-logr|<^^'. 

P 

Veniamo ora alle derivate di log r, . Ponendo -^ = a, si deduce 

dalla (32) : 

(32') rj = r' + (i-a')(2?'-p'), 

perci6 derivando e riducendo : 

dr. , ,. dr. 



r. 



-i = a* X — $ , r, -5-i = a*^ — yi , 



dx ^* ' d)f 

onde: 

quindi, per la (31): 



m^m^'k—-- 



ne s^ue che si pu6 trovare un angolo v|/^ tale che: 

a cos 4/, = -:r-i , a sen 0/, = -^ . 
' ax ^' a)' 

Osserviamo ora, ci6 che del resto 6 facile verificare, che da ogni 
eguaglianza contenente x, y^ r, ^ se ne ottiene una nuova sostitucndo 

Mjtmi, Circ. hUttm. PdUrmo, t. XX (1905). — Stampato il 20 maggio 190$. 17 
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al posto di quesce quattro quantity rispetdvamente queste altre : a^ Xy 
*\v, ar, , ^,. Quest'osservazione permette di dedurre subito dalle (51), 
senza eseguire nuovi calcoli, le seguend eguaglianze : 



dx^ 






(»=I,2, ...), 



da cui segue : 

od ancora, per la (42): 

Ricordando Tespressione di G, deduciamo poi: 

(52) |D-G.|<(i+a-)^!5^=P^ (« = ..a....). 

19. Riprendiamo ora la (41) che pu6 anche scriversi: 

le a. essendo costand numeriche conosciute. 

La 2] ^fac comparisce nel 2° membro 6 un polinomio omogeneo 
di grado 2w — 2 in x, )^, $, vi, i?, come si vede subito ricorrendo aUa 
(32'); chiamando P(x, )^) tale polinomio, potremo ancora scrivere: 

G« = P + r*-' G, ; 
operando col simbolo derivatorio D* 6 facile avere un risultato della 
forma : 

(53) D'G„ = D' P + j . h. Di r»-' i)'"' G. , 

le fc essendo costand numeriche ; ora D* P 6 un polinomio omogeneo 
di grado 2 m — 2 — i in x, _y, $, n, i?, e poichfi x, y^ 5, >i non su- 
perano R potremo scrivere evidentemente : 

\D'P\ <<!?"'"-'-% se i^2m — 2, 
le a\ essendo numeri positivi, ed : 

D'P=o, se i>2m — 2; 
si ha poi ancora : 

|£,;^2m-2| ^ yy-^-^-i ^ se / ^ 2 w — 2 , 
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le b'j essendo pure numeri positivi, ed 

j)i^^ni-% = o , se ; > 2m — 2. * 

Applicando la (52) abbiamo quindi: 
sosntueiido nella (5 3) otteniamo un risultato della forma : 

I D' G^ I < ^; ij— ^» -f. j;; . r'-— • < ^;/ r^^^-^ (,-^ 2 m - 2), 

aV, fc'" essendo altri numeri posirivi. 
Se ne deduce con somma facilid : 

(54) £\ D'GJd<y< c, R'-' 0- = 1. 2, ... , 2 m _ I), 

c- essendo altri numeri positivi. Si otriene poi per i = o una disugua- 
glianza analoga alia precedente ricorrendo alia (26'). 

£ chiaro che i limiti superiori ora trovaii dipendono esclusivamenU 
dal cerchio a, e Undono a [ero qtiando il raggio decresce indefiniiamente. 

Go posto, sia F(jc, y) una funzione data, continua coUe sue deri- 
vate prime, e consideriamo la funzione w, regolare in a, che soddisfa 
alle equazioni: 

^2fn^ = F (in 

du dr-^'u 

u = -r- = • • • = J m-i = o (su s) ; 
dn dn v / > 

essa i data, come abbiamo visto, dalla (9 J, dot : 

fe'u(x, y) = J G^^x, y, $, vi)F($, ri)d(Sy 
dalla quale si ha : 

k'D'u= Co'G^.Fdfj (,= x, 2, ..., 2m- I). 

Chiamando ^ il massimo valore assoluto di F in a, e ricordando 
che la funzione ( — i)*" G^ ^ sempre positiva, qualunque sia w, nel cer- 
chio (J (§ 12)9 si ha : 

ed applicando la (26') : 

l«l<c„(i?'-pT*, 

ove c^ indica una costante positiva. 
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Dalla (54) abbiamo poi : 

y\D'u\ < c. i?'"-'* (t= I, 2, . .. , m- I), 

sicch^ indicando con \ una costante numerica positiva, possiamo scri- 
vere : 

(55) |D'u|<X,i?'--** (, = o.i,...,2m-i). 

Risulta evidente, da queste diseguaglianze, che le derivate parxudiy 
dei primi itn — i ordini, della fun:^one w, sono finite anche nei punti del 
coniorno, e ttndono, in valor assoluto, a T^ero quando il cerchio a decresce 
indefinitamente. 

20. Stabiliamo ora le propriety analoghe nel caso di una sfera 5. 
Abbiamo gii visto che la funzione G, avente per polo il punto M 
di 5 d data dalla (44), ciod : 

' r r, 

Siano poi (x, jy ^^ coordinate del polo Af, (S, vi, C) quelle del punto 
mobile P, e cerchiamo delle limitazioni per le derivate successive di G, , 

rispetto ad x, y^ x.^ ® P^r questo incominciamo dalla funzione — . 
Ponendo : 

avremo : 

onde la funzione — soddisfa, rispetto alle variabili Z, F, 2, all'equazione 

di Laplace, ed 6 omogenea di grado — i ; ne segue che le sue derivate 
di un ordine qualunque n rispetto alle variabili x, y^ :^, o, ci6 che 6 lo 
stesso, rispetto aUe variabili X, F, Z saranno funzioni omogenee di X, 
y, Z di grado — n — i ; indicando, come gii dianzi, con D" una qua- 
lunque di queste derivate d'ordine n t facile vedere (del resto b ben 

noto) che si avri: 

I _ P.(X, Y, Z) 

ove P^ t un polinomio armonico, omogeneo di grado n. 
Se poi si fa la trasformazione in coordinate polari : 

X = r sen 6 cos 9, F = r sen 6 sen 9, Z =3 r cos 6, 
si pu6 scrivere : 
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essendo Y^ (9, 0) una funzione sferica d'ordine n ; quindi avremo : 

(56) 



D'-^^-p^.y^h^)- 



Cerchiamo ora un^espressione analoga per D" — . Dalla (32') 6 facile 
trarre, procedendo come a § 18: 

code SI possono trovare due angoli <p , , 0^ tali che : 

:^ = a sen 0, cos 9, , ^ = a sen 0, sen 9 ,, ^ = a cos 6, . 
ox ^ ^' oy ' ^* ax. 

In virtfi di un'osservazione fatta nel ^ 18, si deduce allora senz'altro 
dalla (j6): 



r. 



I I 

Ricordando I'espressione di G, avremo dunque: 



(57) 



P'G.I < 



D- 



+ 



rr 



< *" 



ii-»-i > 



ove h^ i una costante numerica posidva; questa diseguaglianza i I'ana- 
loga della (52). 

21. Riprendiamo ora k (47) che pu6 anche esser posta sotto k 
forma : 



(58) 



G, = \ar''^' +X^ir''CH + br'^^'G^, 



]c Uy b essendo costand numeriche conosciute. 

Considerando Tespressione entro le | • • • | d facile trarne : 

D' \a r'"^' + ^. a. r'' r'^^^-^ < V a] r^ r'^'-^-'-i (I ^ 2 m - i), 
le a*, essendo numeri posidvi; cid posto consideriamo il termine: 



; r***-3-»-/ • 



rr 



se y ^ 2 m — 3 — i (sari anche i ^im — 3), Tesponente di r, i 
posidvo o nuUo, e poich6, come risulta dalk (32'), si ha: 

oZ,r,<Rfs, 
oe segue : 

r' r;«-3-w <; a!! R'"^^-' (» -^ 2 m - 3). 
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ovc a'l h un numero posirivo ; se invece ; > 2 m — 3 — 1, Tesponente 
di r, i n^tivOy e poichd, come sappiamo, r, > r, avremo : 

I 

sepoi i^2m — 3 siha: 

r ' <^ ^,. A ^ , con a^ ^ o, 
sicch^ concludendo : 

y .^,_^, j < if'-'-' se i ^ 2 m - 3, 

"^J r'"^'-' se j>2m— 3; 

percid : 

( 4 2j»«-j-.- se » ^ 2m — 3, 

^j ^;.f'"-'-' se j> 2OT— 3, 

ove A^y A\ sono numeri positivi. 

Si riconosce poi facilmente, applicando la (57), e procedendo come 

a S 19, che : 

|£)'(r""-'G,)|< *ir'"-'-". 

Si deduce quindi dalla (58): 

le ^ essendo numeri positivi; se ne trae: 

ID'GJ d S < c, «*— ■ (i = I. a 2« - IX 



£)' jfl f '"-' + y J a . r" rj"-'-"! 



I 



s 
ove c. indica un altro numero posidvo. 

Nel caso in cui i = o si ottiene la disuguaglianza analoga dalla (27). 

£ chiaro che tali limiti superiari dipendono solo dal campo S, e ten- 
dono a :^ero quando il raggio decresce indefinitanunte. 

Se ora si indica con F(xy y^ i) una funzione data, condnua colle 
sue derivate prime, e si considera la funzione u, regolare nella sfera 5, 
e che soddisfa alle equazioni: 

^^m^ = F ("^ 5), 

du d^'u , . 

an dn ^ ^ 

essa verificheri le disuguaglianze seguenti, analoghe alle (55): 

(59) Pu\ < \ i?'— M^ (i = o. I. . . . . ai - I). 
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ove <& ^ il massimo valor assoluto di F in 5 e le X. sono costanti nu- 
meriche positive. 

Queste disuguagUanze mostrano chiaramente che le derivaie par7(iali 
dei primi im — i ordini della funxione u sono finite anche net punti del 
contorno e tendono, in valor assoluto, a ^ro quando la sfera S decresu 
indefinitamente. 

Questo teorema, e Tanalogo enunciato in fine del § 19, sono esten- 
sioni di teoremi nod^ reladvi alia soluzione u deU'equazione ^^u = Fy 
che si annulla sul contorno del campo considerato. 

Torino, gennajo 1905. 

TOMMASO BOGGIO. 



SULLE FUNZIONI AD INTEGRALE NULLO. 

Nota di 8. Vitali, in Genova. 



AdniiAnzA del 9 aprile 190$ • 



Una funzione /(x) di una variabile reale, finita (ma non necessa- 
riamence limitata) in un intervailo (a^ b) e sommabiie *) si dice ad in- 
t^[rale nullo se 



/■ 



f(jx)dx = o 

per ogni valore x dell'intervallo (a, t), il simbolo / indicando qui Tin- 

tegrale di Lebesgue **). 

Si ha la seguente propried : 

Condi%ione necessaria t sufficienU percht una fun:^ione f{x) sia ad 
inUgrale nullo t che i punti in cut essa t diversa da :^ero formino un 
gruppo di misura ***) nulla. 

Dalla definizione di integrale consegue subito che la condizione t 
sufficiente. 

Applicando un risultato di Lebesgue ****) si vede pure facilmente 
che, trattandosi di funzioni limitate la condizione & necessaria. 

lo dimostro quesca seconda parte nel senso piu generale. A tal fine 



•) V. Lemons sur I'intigration, etc. par H. Lebesgue, p. 115. Paris, Gauthicr- 
Villars, 1904. 

••) V. 1. c. 
*) V. 1, c, p. 102 e sag. 
^) V. 1. c, pag. 124-125. 
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mi dovr6 servire di un teorema di LindelOf *) sui gruppi di punti, del 
quale dard qui pure una dimostrazione. 

1. D BoREL ed il Lebesgue hanno dimostrato che: 

Se si ha su un segmenio (a, V) un'infinitd E di intervalli par^iali M N 
tali che ogni punto di (a, b) sia inttrno **) ad uno almeno di questi in- 
tervalli, esiste un nutnero limitato di questi intervalli, tale che ogni punto 
di (a, b) sia interno ad uno alineno di essi. • 

Da questo teorema consegue subito : 

Se si ha su un segmento (a, b) un'infinitH E di intervalli par^iali 
MN tali che ogni punto interno ad (a, b) sia interno ad uno almeno di 
questi intervalli, esiste un infinite numerabile di questi intervalli, tale che 
ogni punto interno ad (^, b) sia interno ad uno almeno di essi. 

Sia ^ <^ fc ed e^ un numero positivo minore di . Esiste pel 

teorema di Borel-Lebesgue un numero limitato di tratti MN tali che 
ogni punto dell'intervallo (^ + e, > b — e^) sia interno ad uno almeno 
di essi. 

Indichiamo con E^ Tinsieme di quesd tratti. Supponiamo ora che 

sia una successione decrescente e tendente a zero. 
L'insieme di tratti 

-^i + £", + • ' • + ^« + • • • 
h numerabile ed ogni punto interno ad {a^ b) d interno ad uno di essi. 

2. Se si ha su un segmento (a, b) un' infinite E di intervalli parT^iali 
MNy i punti di (a, b) che non sono interni a qualcuno di questi tratti 
formano un gruppo chiuso. 

Infatti se P d un punto limite di punti di (a, b) che non sono 
interni ad alcun tratto di £ e se P fosse interno ad un tratto MN, in 
questo tratto cadrebbero infiniti di quei punti che abbiamo invece sup- 
posto non interni ad alcun MN, 

Consegue, per le proprieti dei gruppi chiusi, che : 



•) Vedi LindelOf, Sur quelques points de la thiorie des ensembles (Coinptes 
Rendus des s^nces de TAcad^mie des Sciences de Paris, 2 noveinbre 1903). 

••) Per i punti a e t basta che siano estremi di qualchc intcrvallo MN. Per6 
nel seguito la parola interno va intesa in senso stretto. 

Rmul. Ckt. hUUm, P^Urmo, t. XX (190s). ~ Sumpato il 27 maggio 1905. 18 
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Se si ha su un segmento (a, b) unUtifinitd E di iniervalli pari^iali 
MN, il gruppo dei punti di (^a, b) che sono interni a qualche intervallo 
M N t costituito da tutti e solo i punti interni ad una conveniente infinite 
numerabile di iniervalli S^ , S^ , . . . , ^^ , .... 

I punti di (flf, b) che sono estremi di qualche MN, ma non sono 
interni ad alcun MN, sono ncccssariamente estremi di qualcuno degli 
intervalli S^ , S^ , . . . , 8^ , ... e perci6 formano una infiniti numerabile. 
Esiste pcrcio un*infinitd numerabile r di tratti MN tali che ogni punto 
estremo di qualche MN ma non interno a qualche MN ^ estremo di 
qualche tratto di T. 

Pel risultato del ^ ^ ^^ V^^ P^^ ^^^^ ^^^ esiste un'infinitd nume- 
rabile r^ di tratti MN tale che ogni punto interno a S^ ^ interno a 
qualche tratto di r„. 

Consegue che i punti di (a, b) che sono interni o estremi di qual- 
che MN sono interni o estremi di tratti del gruppo 

A = r + r. + r, + . . . + r, + . . . . 

II gruppo A t manifestamente numerabile ; quindi : 

Se si ha su un segmento (a, b) un infinite E di intervalli parT^iali M N 
esiste un infinite numerabile A di tratti di E tale che ogni punto interno 
estremo di qualche tratto di E t interno estremo di qualche tratto di A. 

3. Dall'ultimo risultato consegue subito che ; 

Se G t un gruppo di punti deU'intervallo (rf, b) e se si ha uninfi- 
nitd E di intervalli parT^iali MN di (fl, b) tali che ogni punto di G sia 
interno od estremo di qualcuno di essi esiste un'injinitd numerabile 1 di 
tratti di E tale che ogni punto di G t interno estremo di qualche tratto 
di ^. 

Questo h il teorema di Lindel5f cui avevo accennato. 

4. Per abbreviare il linguaggio noi chiameremo intorno di un punto 
P un segmento cui appartiene P, il punto P potendo anche esserne un 
estremo. 

Se G t un gruppo misurabile di punti di (a, i), i punti di G, pet 
quali esiste un intorno tale che tutti i punti di G appartcncnti ad esso for^ 
mano un gruppo di misura nulla, formano essi stessi un gruppo U di mi- 
sura nulla. 

Infatti, se £ ^ Tinfiniti dei tratti in cui i punti di G formano un 
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gruppo di misura nulla, potro estrarre da E un*infiniti numerabile 1 di 
tratti tale che ogni punto di U sia interne od estremo di qualche tratto 
di A. In ciascuno di questi tratti i punti di G formano un gruppo di 
tnisura nulla. Quindi anche U ^ di misura nulla. 

Consegue che : 

Se G t un gruppo misurabik di punti di (a, b) di tnisura m 7^ o, 
i punti di G, pei quali non esiste un intorno tale che tutti i punti di G 
appartenenii ad esso formino un gruppo di misura nulla, formano un gruppo 
di misura m. 

^. Se G t un gruppo perfetto di punti dell'intervallo {a, i), t s$ f{x) 
t una funj^ione di variabile reale Jiniia in (a, b), coniinua in ogni punto 
di G St considerata solo in G, nulla nei punti di (^, b) che non appar- 
tengono a G ed infine ad integrale nullo, allora i punti in cui /(x) t di- 
versa da :^o formeranno un gruppo di misUra nulla. 

Se G 6 di misura nulla il teorema 6 evidente. 

Se G non d di misura nulla e r ^ il gruppo dd punti di G pei 
quali non esiste un intorno in cui G sia di misura nulla, F ha la stessa 
misura di G. lo dico che /(^) ^ nulla in tutti i punti di T. Infatti sia 
P un punto di r e supponiamo che in P la /(x) sia diversa da zero. 

Allora preso un numero positivo e <; -^ ^' posso trovare un intorno 

(a, p) di P tale che in tutti i punti di G contenuti in esso la /(x) 
diflferisca da /(P) per meno di e. In tutti questi punti la j{x) sarebbe 
sempre diversa da zero e ddlo stesso segno ed anzi in valore assoluto 
maggiore di e, e siccome questi punti formano un gruppo di misura 

nulla sari / f{x)dx ^ 0. Ma ci6 6 contro I'ipotesi perchd, es- 



non 
sendo 



^ pure: 






•p /•? 



f f{^x)dx= ff(x)dx- ff(ix)dx = o. 



Dunque 

ossia la funzione /(x) d nulla anche in tutti i punti di F e quindi al 
massimo diversa da zero solo nei punti di G — F che h un gruppo di 
misura nulla. 
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6. Si sa •) che: 

Se una funzione /(x) 6 misurabile in un intervallo (a, t) di lun- 
ghezza i, esiste, per ogni numero posidvo £ piccolo a piacere, un grup- 
po perfetto di pund di (a, b) e di misura maggiore di / — e in cui 
/(x) 6 continua. 

Sia ora f(x) una funzione qualunque ad integrate nuUo in (a, b\ 
sia I la lunghezza di (a, b), sia e un numero posidvo piccolo a piacere 
e G un gruppo perfetto di pund di (a, &) e di misura maggiore di / — t 
in cui /(x) i continua. 

I pund del gruppo F complementare di G riempiono una infinite 
numerabile di s^;mend 

. («i > Pi) > («i» PJ> • • • («•> PJ 

E certo 

»^ 

/(x)(ix = o, 
e quindi 

fKx)dx=ff^f(x)dx = on- 

Se indico con f (x) la funzione nulla in T ed uguale ad /(x) nei 
pund di G ho: 

f\{x)dx= ffix)dx- ffix)dx = o 
ed in generale, collo stesso ragionamento, si vede che 



•/«« 



/ 



^(^x)dx = o . 



Per Tultimo teorema del § precedente, la funzione cp (x) sari nulla 
in tutto (fl, b) salvo per i punn di un gruppo di misura nulla. Segue 
che i pund in cui /(x) non c nulla formano un gruppo di misura mi- 
nore di e. Ma e 6 piccolo a piacere e quindi i pund in cui /(x) t di- 
versa da zero formano un gruppo di misura nulla. 

Cosl resta dimostrato il teorenia enunciato nell'introduzione. 

OssERVAZioNE. — Nelk mia nota citata dunostro che una fun:^onc 
misurabile si pub decomporre nella somma di utia funzione di seconda 



•) V. per es. la mia Nota : Una propriety delU funxioni misurabili [Rendiconti 
del R. Istituto Lombardo (2), t. XXXVIIl, 1905]. 
V. Lebbsgub, 1. c., pag. 116. 



#•> 
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classe di Baire e di una funxfone diver sa da :^ero al massimo in un gruppo 
di punii di misura nulla. 

Ora senza menomare il significato di quell'enunciato si pu6 anche 
dire : 

Una funiione misurabile si pub duomporre nella somma di una fun- 
T^ne di 2* classe di Baire e di una ad iniegrale nullo. 

Genova, 27 marzo 1905s 

G. V I T A L I. 



suR UNE Equation aux DfiRivfiES partielles 

DU TYPE HYPERBOLIQUE. 

fiTUDE DE L'INTfiGRALE PR£S D'UNE FRONTlfiRE 

CARACTfiRISTIQUE. 

M^moire de M. R. d'Adhimar, i Lille. 



Adun«nx« del a6 marxo 1905. 



I. — Introduction. 

Nous nous proposons d'apporter un compliment au Mtmoire : 
Sur une classe dUquatmis aux dirivits partielles, du second ordre, du type 
hyperbolique, ii ^ ou 4 variables indipendanies [Th^e insirte dans le 
Journal de MatWmariques pures et appliquies, 5* scrie, t. X (1904), 
pp. 131-207]. 

Considirons Tiquation 

Aprcs les importants travaux de Poisson et de Kirchhoff sur I'i- 
quation analogue, mais i 4 variables, M. Vito Volterra *) a decou- 
vert une tr^s belle mtthode pour Tintigration de {A). Dans ma Th&e 
j'ai pu simplifier la mithode et pousser davantage I'itude de rintigrale. 

En particulier, par Tintroduction de la dirivte conormale, j'ai mon- 
tr6 que, si la surface portant les donnies est un c6ne caractiristique 

(A) x' + f-i^ = o, 

il sufEt de se donner, sur ce c6ne, les valeurs de Tintigrale w, pour 



•) Sur les vibrations des corps ilastiques isotropes [Acta Mathematica, t. XVIII 
(1894), pp. 161.232J. 
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obtenir la valeur w(x^, y^y [^ de Tint^grale en un point A^ int^rieur 
au c6ne des donn^es *). 

Mais Ton sait que, dans ce genre de problemes, il est urgent d'4- 
tablir une sorte de riciproque, U faut niontrer que si le point A^ inti- 
rieur au cdne A se rapproche indifiniment d'un point A^ situ6 sur la 
surface du c6ne, la valeur de I'int^grale en A^^ que nous d^signerons par 
u^ , se rapproche aussi ind^finiment de la valeur donnte en A^ , soit u^ . 

Par exemple, pour le probleme de Dirichlet, Titude de cette que- 
stion de convergence i la frontitre aurait averti de Tinexactitude de la 
fomiule priliminaire **), ou entrent 2 donnies, si Ton n'eut 6tc guidi, 
d^s Tabord, par des considerations de physique. 

Dans ma Thtse j*ai 6tudi6 cette question fondamentale de la con- 
vergence i la frontiere ***), mais, par la mithode employee, je n'arrivais 
pas d rendre le risultat bien net, les donnte itant port^es par une sur- 
face quelconque et je n'arrivais qu'i rendre le risultat trts vraisemblable 
pour le cas du c6ne caract6ristique. 

Dans ce cas les difficult^s s'accumulent : lorsque A^ vient en A^ 
le champ d'intigradon ne devient pas infiniment petit dans tons les 
sens. 

En outre. Ton rencontre constamment des derivations d'intigrales 
doat rei^ment pr^sente des discontinuitis. 

Nous aliens done reprendre k fond la question de la convergence 
pour le cas du cdne caractirisiique portant les donnies. 

Cette itude tr6s niinutieuse serait plus breve avec une surface quel- 
conque, car Ton pourrait faire des Evaluations rapides par des majorantes. 
Cela est impossible ici, vu la forme du champ d^inttgration qui con- 






•) Sur les ^nations du type hyperboliquc, voir: J. Hadamard, Lefons sur les 
Ondts. Paris, Hermann, page 263, et Bulletin de la SociC'tc Math^matique de France, 
tomes XXVIII, XXXI et XXXII. 

*) Voir, par exemple, E. Picard, TraiU d* analyse, tome II, 2* 6dit., page 15. 
*) Pour la signification physique de ces (equations, voir : le beau livre de M. 
DuHEM, Hydrodynamique, ElasUciU — le livre cite de M. Hadamard ; la These de 
M. J. CoULON, Paris, Hermann. Dans cette thdse ma prioriU rclativcment k Tintro- 
duction de la conormale n*apparait pas nettement. Je souligne done ici cette pricriti, 
avec Tautorisation de mon ami M. J. Coulon. Fair : 

Note de M. d*ADHfiMAR, Comptes rendus, f«!:vrier 1901. 
Note de M. Cqulon^ Comptes rendus, juillct 1901. 
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serve une dimension finie lorsque A^ vient en A^ , puisque ce champ 
est limits par rintersecdon du cdne A avec le cdne 

Quand A^ vient en A^y une portion finie de gintratrice du c6oe 
reste situ6e dans le champ d'intigration qui s'apladt ind^finiment autour 
de ce segment fini de g^n^ratrice. 




Om • X 



A Om • 

o 



A^m . r 



jr' A /n • lo 

o 



0A„. D 

o 



(Fig, I). 

Nous allons d'ailleurs reprendre b question de telle mani^e qa'il 
soit presque inutile de se reporter au M^oire pr^c^dent. 

II. — Position du probl&me. 



Soit done le c6ne A portant la donnte, le c6ne A^ de sommet A^; 
la valeur de u au point A^ est donnte par Texpression suivante (^Voir 
Th^se) : 

Tintegrale est itendue i Taire S dicoupie sur le c6ne A par le c6nc 
A^, et iV reprtsente la conormalt au c6ne A, c'est-i-dire la direction m&ne 
de la giniratrice; n reprisente la normale extirieure. :^ et r 6tant les 
coordonn^es semipolaires par rapport au point A^y la fonction auxiliaire 
V est donnie par 

-'4^+i/(fF]- 



„ _ <^ , _> COS (w, r) 
* — -r- + ^ . 



sun UMB iojiAnov avx oiiavtBs partibllbs, etc. 145 

Posant eacore 

R = y^' — r\ 

2 • " r 

Ton obrient la dfcrivie conormale de V sous la forme 

dV _ r 
dN~ R • 

Si Ton remarque alors que sur It bord de S, sur Fintersecrion des 

2 cdnesy 

V = o, 

dV_ 

Ton se rendra compte que la d^rivarion i effectuer pour obtenir u^ est 
tris facile pour Tun des termes de I'int^grale, tris difficile pour I'autre. 
Nous admettODS done encore que I'on a 

Cest imm^diat avec les considerations expos^es dans le Mimoire 
pr&ident, et ce serait d*ailleurs facile d reprendre avec la m^thode dont 
nous allons user pour diriver Vintigrak 

"-ff-'i'"- 

Rappelons que Ton a: 

(^) '""» = ^ + dT„- 

Prenons pour variables les coordonnies polaires \ dans le plan 
horizontal passant par A^ et rapport^es au point situ6 sur Taxe du 
c6ne A. 

Pour simplifier l*exposition, nous supposerons d'abord que sur le 

c6ne A on donne 

tt = X^ , p = entier > o . 

Pub nous supposerons A^ situ^ sur la parallde i Taxe Ox men^e 
par 0; soit x^ la cote de A^ et 



(Nous passerons ensuite, rapidement, i des cas beaucoup plus g6- 
niraux). 

Rtmd. Cwt, U»Um, PmUrm§, t. XX (1905). — Sumpato il 3 giugno 1905. 19 
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Faisons d'abord une retnarque gionUtrique importanU. Soit M un 
point situ^ sur le cdne A qui se projette en m sur le plan horizontal 
de A^ . L'on trouve : 

(3) cos (n, r) = --;= cos ( m if J, 

. . COS (fly r) _ X — Z) cos 6 

^^^ ^ ~ f^r' ' 

(5) r' = Z)' + V — 2£)Xcose. 

En outre, I'on trouve aussi 
(0 i?' = 2>(^ + £>cose) + ;^-D' = «> + *; 

sur le cdne Ton voit de suite que 

d'ojl la forme de I'intigrale i/, en remarquant que 

da^f^'kd'kd^; 
en posant cos = y, 

les limites £tant, pour 0, o et 2 ir ; pour X, o et £ racine de 

aX -}- * = o. 

Nous avons done i calculer la dirivie de H par rapport i :(,o et 
la diflSculte consiste en ce que B depend de ^.^ et que, pour X = B, la 
foncdon i int6grer est discontinue, infinie. 

III. — Derivation d'une int^grale. 

fitudions d^abord le problttne suivant : soit une f auction finic et con- 
tinue ainsi que ses dirivies premUres en ;(^ et X, 

et soit B une fonction de 7^^ finie, non nulle, continue ainsi que sa di- 
rivie premiere. 
£crivons 

la fonction F est bien diterminie ct continue, cela est immMiat. Cher- 
chons it exprimer la dirivie de F par rapport d ;(^ sous une forme simple. 
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Posons, comme nous en avons le droit: 

B--k = B(i- {*), 

Jo r I — f* 

Cctte intigrale, dont Til^ment est discontinu, est diterminie et elle 
est utnjormitneni convergente •). 
Formons Tintigrale 

EUe est aussi uniformimtnt convergente, c'est done la dirivie de F, 
Or on a 



= lim G' . 



Prenons yj tr& petit, fini, pour Tinstant. Alors Tintigrale G^ a son 
il6ment /m et Ton pent icrire 

-J-r 

d'oit 

Revenons i la variable primitive, nous obtenons : 

Ainsi, par ViniernUdiaire du changement de variable qui rend les li- 
mites d*intigration fixes, nous avons pu mettre la dirivie sous la forme 
pricMente, c'est-i-dire que nous avons montri la ligitimiti de Vinter- 
version de deux opirations de passage i la limite, dans le cas pr^ent, 
savoir 

-5 — I lim G- I = lim I ^ — G, I . 



*) Annales de la Soc Scientifique de Bruxelles, 1892, M^moire de M. de la 
VallAb Poussm; et Goursat, Cours d* analyse mathhnatiqut^ tome I, page 415. 
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Revenons done i Tancieniie variable 






it 

tout d'ai>ord y) est trte petit, fini, puis nous passerons h la limiie. 

Or, Y) itant fini, I'd^ment sous le sigae est fini. Ton peut done 
employer la formule connue *) 

Nous allons reconnaitre, facilement, que nous avons li deux ter- 
mes dont chacun croit indijininuni lorsque y) tend vers x^iro, mais dcmt 
la somme tend vers une limite finie. 

Le mode de derivation employ^ conduit naturellement k cette somm 
finie de deux termes siparimtni infinis. 

Les int^grales des Equations aux d6riv^ pardelles du type hyper- 
bolique, i plus de 2 variables se pr^sentent toujours sous cette forme, 
comme le dit M. Hadamard **). 

La m^thode d'int^ation du savant gtom&tre, annonc6e par Im, 
et difii^rente de celle de M. Volterra, conduit, en somme, i la mime 
forme compliqude — forme qui n^est pas explicitie dans le Mteioirc 
de M. VoLTERRA parce qu'il n'a pas abordi la d&ivation dont je mc 
suis longuement occup6 dans ma Th6se et que je reprends id. 

£tudions done la diriv^e de G^, d^apr^s (ii). 

Nous avons 

'^^'-^a/ dx 



(12) g.=£ 









dl„\fB- X 



d\ 



(.4) j, = (,-,)5^iL^_J^,. 



.o 



Lorsque nous ferons tendre yj vers z6ro, g^ aura une limite di- 



terminie. 



•) Em. Picard, Train d* analyse, tome I, 2 6dit. p. 43. 

^) Comptes lendus de TAcad^mie des Sciences, d^embre 1903. 
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Montrons qu'il en est de m£me de la somme 

(?, + ii) ■ 
Or 

i_dB^ 

_ 2 di^ _ dB _8 



Done, en integrant par parties, 

Or la fonction /(X, ;^), dans notre ^tude, contient X en facteur, 
d'oil 

g^ disignant Tintigrale ci-dessus, qui est bien d£termin6e. 

L'on voit alors que (^, + g^^ conrient un teraie fini g^ et deux 
tennes dont la somme contient en facteur 



I — Y) — I 



V' 



= -V^. 



>) 



Done les deux termes donnent une somme nulle pour iq = o et 
Pon a 



^(dl:^') = -^^'+^^^' 



La limiU itani bien diterminie. Von pent affirmer quelle est la di- 
rivie cberchie de Tintigrale (8). 

Nous allons voir maintenant Fapplication des id6es prdcMentes. 

Toutes ces considerations pourraient paraitre superflues et il semble 
qu'il n'y ait qu'i rendre les limites d'int^gradon constantes, puis i d6- 
river sous le signe. 

Mais cela am^nerait des quadratures en X difficiles. Ensuite Ton 
aurait des quadratures en absolument impratkabUs. 

La seule vote possible est Tusage de la formule (ii). 

Et la consideration des 4 termes g^, g^y g^y g^ n*a tik que pour bien 
montrer que la formule (11) donne une somme finie. 

Nous ne calculerons pas (^, -|- g^, car nous serious amen^ i une 
quadrature en impradcable, mais nous allons effectuer la quadrature 
indiquie par la formule (11). 



150 R. d'adhAmar. 

IV. — Application an cas actueL 

Reprenons Texpression 

a-k-\-b = — a{B — X) = «'(B — X); 
la foncdon d£sign6e par / sera 

/a O = - [i - (t. + ^)^j^]^ • 

En g6n6ral on aurait kX au lieu de X^', mais il y a toujours k 
facteur annonc^ X. 

Mais remarquons que / est discontinu, infini pour r = o. 
Done nous allons decomposer I'aire d*int6gradon en deux parties. 




tOm • On « 0' > O'^h 

Soit un cercle de rayon h fini, tr6s petit, ayant A^ pour centre 
et les tangentes issues de 0, OM et ON. 

Nous avons d'abord I'aire triangulaire OMN =z ^^ , puis I'aire re- 
stante ^,, dans laquelle / est fini; d*ou la separation de /fen 2 par- 
ries, H^ et //,. 

Pour la partie //, , les limites d'intcgration de la variable 6 ^tant 
fixes et / restant finie ainsi que ses derivees premieres en X et :^ , nous 
pouvons icrire 

F est la fonction itudiie prccedemment. 
Appliquons done la forniule (ii). 
Mais il y a avantage, pour former 

a / 
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r 

^ reprendre la forme primitive de la fonction -^ exprimie en r et non 
pas en X. n s'introduit ainsi /?' au d^nominateur, mais il ne reste plus 

de terme en — ^ * ^ , ce qui rendrait impossible la quadrature en 0. 

B.n effet 

d f 
dloVB — X 

= — g3— U — ^ + V2rcos(n, r)] 

d'aprfes Tidentiti ^ = A| = ^^ ~ ^T "" "^^ • 

Or, et c*est Tessentiel, revenons d la variable X; nous trouvoiis une 
fonction de 6 toute simple pour la quadrature i effectuer ensuite 

^ — ^o + V2'r cos (n, r) = — {7i^ + Dy) = — -^ 
a f _ a ^^"" _ — ^^^' 

Et nous avons done d effectuer la quadrature 



plS{l-t\} 



puis i ajouter au r&ultat le terme g^ (14) pour dttruire le terme de 
Tinttgrale qui croit indifiniment lorsque to tend vers z6ro, enfin k in- 
tigrer en 6 entre les limites h'y 2% — h' donnies par le cercle de 
rayon h. 

Et nous aurons alors -^ — - . 

Avant d'achever le calcul, examinons la d^riv6e de la seconde par- 
tie de Tint^grale double. 

Soit ^ J Taire triangulaire OM N; d^composons cette aire en plu- 
sieurs autres en consid^rant la circonf&rence du cercle de rayon h et 
en tra^ant un arc de cercle m w de centre et de rayon D'^ D'\-h 
et appelons (x, Taire situ^e k gauche du petit cercle, (t, I'aire du petit 
cercle, tx^ I'aire situfee entre le petit cercle et mtiy enfin <i^ Taire mnMN 
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Lorsque :i^ varie, nous pouvoos consid^rer comme invariabks les 
aires a,, (x^, (x^; Taire a^ vflri« 5wfc, la frond&re MN se rapprochant 
de mn lorsque Zq augmente de (i:^^ > o. 

Pour I'aire (x^ nous pouvons appliquer la formule de derivation ^- 
blie prec&lenimenty / et ses d^riv^ restant fitdes, avec cette seule m€>- 
dification que, pour la variable X, la limice inftrieure fixe o-est rempla- 
c£e par la limite fixe D\ Yfoix la quadrature 

avec k ierme addiUf dont il a M parli. 

Pour les aires a,, a^, a^, le champ ne depend pas de ^, il suffit 
done de d^river sous le signe d'int^adon. 

Or, dans a^, la foncdon devient infinie, mais nous pouvons 6crire 

\d\d^ = rdrdt^i 
nous avons done une pordon de H^ qui est 

K + <^, + <^,) • 

L'on voit que H'^' est parfaitement dHarmini puisque le terme r 
di^raic 

Dans cette aire, la derivte en ^ est toujours fimc^ c'est (calcul an- 
t£rieur) 

d'oi 

d^~J J 2 R* ~JJ 2»cri»'5^ri' 

et I'oD peat e&ctoer soccessivement les quadratures, d'oCi 
En somme l'on a 



3/f 
avec, pour •^-^, la memc expression, mais aux limites, en ft, b'et 
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2x — h\ c*est-i-dire que la discontinuity en A^ n'introduit aucune com- 
plication, que nous devons eSectuer la quadrature aux limites 

o, JB(i — Yj), 

puis ajouter le terme g^ , passer i la limite en faisant iq = o, enfin in- 
tigrer en Texpression trouv^e avec les limites 

O, 2 If 



V. *- Calculs ddfinitifis. 

Formons done 

puis posons B — X = x*; l*on aura : 
Posant X = )f YB, Ton aura encore : 






Formons 

y*(i - rr' 'i(y ) = ^' "Z^"^' + ac/* + 1)^(1 - /y rf>, 

puis faisons i — ^* =; v*, Ton aura : 
d'oii enfin I'expression 



(17) 



(d 



-^^■+^^+'>X 



'-%*^'(ii; 



l/T— T 



Nous devons verifier que, en ajoutant g^ le terme qui serait infini 
pour Y) = o disparait. 

Rmtd. Circ. Mmitm. PmUrmo, u XX (190$). — Stampato il 4 lugUo 190$. 20 
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Or (14) 

^,-0->')a^ — i^IT^^ — 

et 

— X'4-D' — 2DXy 0) ■ 

On peut ^rire, le d^nominateur ^tant essendellement positif, 

/[5(I-»),U=/[5.^1 + *!/'. 

f d6^giiant une expression finie. 
Or 

/rrfi _ ^a^ _ ^^' fe + ^' + 2^toYy _ ^^' 
-^^'^•^d^Co" « (^4-iJ' + 2Z);c„Y)*~ " ' 
d'oCl, /' 6tant fini, 

(.8) ,,=(.-.)-pJ^(^+.r). 

Les termes en -=. dispardssent et il reste en passant i la liniite 
TQ = o Texpression 

Or 

„ _ r' v*f*'dv _ 2. 4. 6. ..(2/)) 

lyailleurs nous avons vu qae 

L'int^grale / donne: 

Jo Jo ^Va-k-^b* 
d'oii la quadrature 



(20) ip^^X^^^. 
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ou enfin, de la m£me mani^re, Texpression 

Finalement nous avons i calculer 

soit 

0)' = — a = a' 

^— a' ' 0) — fl'>*' 

«' = 2D(*-cose), k = ^^>i. 
Nous avons i calculer 

(4/>_+_2)X,H-. 
en posant 

_ /•-__de__ 

Nous allons effectuer cette quadrature par la miihode des risidus 
de Cauchy, en donnant le detail du calcul, car cela est n^cessaire en 
vu des generalisations qui suivent. 

6 variant de o 4 2w, ;( = «*® parcourt le cercle de rayon i, C 

= (— l)"2"2Kp, 

(> est la somme des risidus int6rieurs i C. 
Soit 

^'-2k+i=(^-«)(t-P) 

^ = k — Vk*—i < I 
a = jfe 4- I'jfe' — I > I. 

n y a w» p61e ^ int^rieur i C. 

Soit 

P — a = — 2|^**— I =S. 
£crivons : 

(24) ;c- = P-' + („ - orx^ - p) + ••• 
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Le r6sidu p est le coefficient de (1^ — ^)'~' dans le prodmt des deux 
termes ci-dessus 

^"-' = (,_,)| "(« + i) . • . (2« - a). 
Or i= ~^^ , d'oii: 

VL — Convergence de Tint^frale a la fironti&re. 

Actuellement la demonstration de la convergence est immediate, poor 
ce cas de la donn^e u = X^ . 

En efiet, si A^ s'approche de A^ Ton a 

Lim :(o = — ^i = — ^^ A 
LimJfe = I, 

Umb = o. 

Ce signe « Lim » correspond d la convergence de A^ vers A^ — tandis 

que le signe « lim » correspondait i la convergence de in vers ziro. 

Considirons F ; un terme, provenant du premier terme de p 

condent le facteur 

I 

les termes suivants contiennent les facteurs 

I I 



• • • • 



b ' 
Done, pour b ^ 0, nous avons Texpression (car alors p = i) 
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Quel que soit b Ton a done: 

(28) 2Wtt^=21t(p^2)^+P|/T), 

P 6tant fini; d*oii 

(29) Lim (ttj = I*, 

c'd5< /e /czi/ de la convergence qui est prouvi pour la foncdon donn^ 

Remarque. 

Nous pouvons, sans eflPectuer aucune nouvelle quadrature, dteodre 
consid^rablement ce risultat. Soit la fonction donn^e sur le cdne 

La fonction O doit n6cessairement avoir pour p^riode 2iq, 
Supposons, en outre, que, ayant pos6 

V ■ '" = ^' 

ion ait 

*(») = 9(0. 

9 £tant holomorphe i Tintdrieur du cercle C, sauf en des points isoUs. 
Bien entendu f est holomorphe et sans aucune singularity sur C, puisque 
4^(0) doit £tre toujours finie; cecte remarque est essendelle. 

Dans le calcul de 2iqu^ tout se pr6sente de la m£me fafon que 
prdcMemment, sauf que r est remplaci par y 

(30) Y = r_*we_ 

Nous avons done i calculer 

00 T. = (- 0-4l^ (^ ^-}yZ% = <- '^ '•"' • 

p' est la somme des rteidus int^rieurs i C. Or les r^sidus proviennent: 
i^ des pdles de f ; 2^ du pdle P, pr^cddemment ddfini. Soit p| la somme 
des r^sidus provenant des pdles de f . 

Avec le facteur h , cette somme est d'effet nul, a la limite, lors- 
que A^ vient en A^^ c'est-i-dire lorsque b tend vers z6ro. 

Soit pi k risidu attache au pdle P, c'est le coeflScient de {^ — P)""' 
dans le produit des 3 sMes: 
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(32) C" = p-^' + • • . Ch) 

(33) (? — «)'' = -|rH (»5) 

(34) ?(0 = ?(P) + ^V^?'(P)+--- 

L'on voit de suite qu'un seul terme sera fini quand on aura mii- 

tipli6 par {^ ' ec que Ton fera tendre b vers z6ro. 
Ce sera (« = /> -f- i) 

Done 

(35) 2««, = 2«[p'9(p)2y + ?'/*], 
P 6tant fini. 

Lorsque b tend vers o, P tend vers i, ^(P) tend vers ^(i) = 0(o); 
d'oi 

(36) lim (u J = «*. . 



La convergence A /a frantUre caracUristique est dtablie pour la donnit: 

u = 4^(e)X^ 
On passeraii fadlemeni de li au cas (A la dannie serait une sirie: 

Remarquons, enfin, que nous avons pris le point A^ sur une pa- 
rall^le i Taxe des x. 

Cela n'est pas essentiel, bien entendu. 

Si le point A^, en effet, se trouve dtfni par Tangle polaire 6^, il 
n'y a aucune difficult^ i former la relation giomitrique analogue 4 (3). 

Et Ton est ameni aux quadratures analogues 4 r ou y^, , mais 
prises entre les limites 

A cause de la periodicity n6cessaire de O ce sont des quadratures 
idtntiques i celles effectu6es ici. 

Ainsi la convergence de Tintigrale de {A)y pr^s d'une frontUre ca- 
racteristique est prouvie avec quelques restrictions impos^es i la fonction 
reprfaentant la valeur donnte de Tintigrale sur la frontiere. 

Le lecteur verra facilement que notre mode de dtoonstradon serait 
pins facile i appliquer dans le cas d'une frontiire non caracUristique mais 
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saUsfaisant aux conditions indiqu6es dans le pr6c^ent M^moire et qui 
avaient ichappi 4 M. Volterra (cfr. ma Thtse citte, p. 156). 

Le lecteur reconnaitra aussi que toutes les transformations effectu6es, 
les passages k la limite, dans la dirivation dt VinUgrak, itaient stricUment 
indispensabUs pour que Ton ait finalement des quadratures en dont le 
cakul soit possible. 



Lille, f&vrier 1905. 



R. d'Adh£mar. 



SULLE RETI DI SUPERFICIE ALGEBRICHE. 

Nota di Marino Pannelli, in Roma. 



AdaiuinM dcU'xi giugno 1905. 



Questa Nota ha per oggetto la soluzione dei principali problemidi 
Geometria enumeradvay che si presentano nello studio di una rete di 
superficie algebriche. 

Si suppone che la rete data (F) sia dell'ordine n ed abbia la base 
costituita da N punti semplici, da <x punti PjC^ = i, 2, 3, . . . , <x), 
ciascuno multiplo secondo ij (ij ]> i), e da t curve Q (Jfe =: i, 2, 3, . . . , t), 
dascuna dell'ordine mj^y del rango r^^ e multipla secondo jj^. Inoltre si 
ammetce che i coni tangend alle superficie della rete in un medesimo 
punto fondamentale P^, non si decompongano in pard comuni a tutte, 
e i piani tangenri in un punto generico di una stessa curva fondamen- 
tale Q siano tutd disdnd fra loro, e variabili da superficie a superficie. 
Infine, almeno per ora, si considera soltanto il caso, in cui le curve Cj^ 
non si appoggino fra loro e non passino per i pund P^^. In virtCi di 
queste ipotesi sono nod i caratteri della Jacobiana della rete (F), dai quali, 
col metodo qui seguito, dipende la soluzione dei problemi proposd *). 

I . H numero N dei pund fondamentali semplici della base della rete 
(P)> il genere p della curva r, intersezione variabile di due superficie 
della rete medesima, il genere aritmedco P^ (Flachengeschlecht) e il ge- 



*) Per la determinazione dd caratteri della curva anzidetta veggansi le due Note 
Sulla Jacobiana di una r$U di super fide algebriche, che io ho pubblicato nd volumi XLI 
e XLII dd Giomale di Battaglini, Note che in seguito, quando si avr^ bisogno di 
ricordarle, verranno rispettivamente indicate con le lettere N^ e W. 
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nere lincare P^'^ (Curvengeschlecht) di una superficie F (supposta priva 
di curve eccezionali) sono rispettivamente dad dalle formole *) 

h h h 

2(p — i) = in' — 4n' - 2^i\{i^ - i) 
(2) \ * 

k k 

i2(P, + i) = 2«' — I2n' + 22n — 2X*'a(H — OOfc — 2) 

(3) { * 

(4) { ^ * _ 

— 2-0\— OK3;*— 0«-2;^o*k+3)]Wk+2-;kOWO'^• 
ik jk 

Da queste relazioni i necessario, per ci6 ches^ue, ricavarne altre. 
A tale oggetto si moltiplichino rispettivamente le (i) e (2) per i coef- 
ficienti 2 e — i ; le (i), (2) e (3) per 4, — 3 ed i ; le (i), (2), (3) 
e (4) per 9, — 7, 3 e — i ; oppure per i, — i, i e — i ; o in fine 
per 42, — 33>i5e — 6;ein ogni caso si sommino le uguaglianze 
risultanti. Cosl si ottengono le seguenti : 

0) 2(iv-/'+i) = 4«*-2Z»:-2lA(«+A)'»»+Z;>» 



k 



h k k 

(7) 36P.+9N-i^'*-i4/'H-5i=50«-8Z.t-Z(«+24AK+2Z;»'-» 

b k k 

(8) 12P. + N- P<'> - 2/) + 15 = 6« + nZ^k - 4Z;>k- 

k k 

i 180P. + 42N — 6P<'^ — 66/) + 252 = 234« — 36Zu 

) + 6 Z (« — 19/0 w* + 9 Z;\^* • 

^ * * 

Ogni curva fondamentale Cj , dell'ordine m^ e del rango r^ , si sup- 
pone priva di cuspidi ; quindi essa i del genere pj^ dato dalla formola : 



*) NoETHER, SuUe curve multiple di superficie algebriche [Annali di Matematica 
pura ed applicata, serie II, tomo V]. Ed inoltre: Zur Theorie des eindeutigen Enis- 
prubens algebraicher Gehildc [Math. Annalen, Band VIII (1875)]. Per la formola (2) 
veggasi il n^ 8 della seconda delle mie Note gii ricordate. 

RmU. Ore, Umum. PsUnmo, t. XX (1905). — Sumpato il 4 luglio 1905. 21 
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donde, ricprdando che il numero delle curve C|^ si £ indicato cod t, 
segue : 

Inline, se si chiauia tc il genere della curva composta dalle t curve 
C\ y poiche queste non hanno per ipotesi pund comuni, si ha ancon: 

w = X A — -f + I, 
k 

e dal confronto di quesu rekzione con la precedente, si deduce: 

(lo) 2(iz — I) = Z(^ - 2mJ ♦). 

k 

2. La Jacobiana / della rete (F) 6 una curva dell'ordine {N\ 
n° 5, Teor. I) : 

|t = 6(n — ly — X(6;: - iju — i)fn^ 

k 

e del rango (A-", n° 7, Teor. VI): 

p = 4(« — ly (7w — 10) — iXO'fc — 0*04»* + 

— 2Z;J(42;\ - 27) « - (28/1 + 21 ;\ — 27)]i»4 
k 

+ I(28;J-27;» + 6;\ + i)r». 

Inoltre, essa non possiede cuspidi. Quindi il suo genere g i dato 

dalla forniola : 

2(g— = p — 2(x, 

dalla quale ponendo in luogo di p e (x i loro precedenri valori, si ricava, 
come c facile verificare : 

lis - I) = 28K - l/l- l/:(3« - 2;0m, + I;irJ 

— 27[-i «' — ^Z'h - 2Z/»(« + ;i)'«* + Z;>»] 
+ 6[22n -^ jiXh — ioZ;>*4 + Z;>*] 

+ Z(^ — 2/;0 — 2(T — 52. 

Ik 

Ora, trasformando questa lormola per mezzo delle relazioni (i), 
(5), (6) e (10), si ottiene : 

La Jacobiana / della rete (/•') c del genere : 

^ = 3(>Pa + 9^) -}- w — A' — d + I. 



^ Si noti che in v'lrtii della relazionc (10), se la base della rete (F) h costituita 
soltanto da puoti, ^ da porre : tc = i. 
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3. Fra le super ficie della rete (F) e i punti di un piano w siima- 
gini stabilita una proiettivit^. 

In virtu di questa proiettiviti, alle superficie F dotate di un punto 
doppio D, c6rrispondono sopra co i punti di una curva A ; e se ciascun 
punto M di questa curva si considera come imagine del punto doppio 
D della superficie F, corrispondente nella rete (F) a quel punto M, 
fra i punti della stessa curva A e quelli della curva generata dai punti 
D^ ossia della Jacobiana / della rete (F), viene ad essere definita una 
corrispondenza algebrica biunivoca. Percio le due curve A e / sono 
dello stesso genere, e quindi (n° 2) si ha : 

a) La curva A £ del genere : 

Ai punti di una retta del piano w corrispondono nella rete (F) le 
superficie di un fascio ; quindi tanti sono i punti d'incontro di quella 
retta con la curva A, quante le superficie di questo fascio dotate di un 
punto doppio; epper6 *): 

A) La curva A e dell'ordine : 

/ = 2(I2P, + ;, + ^ _ ?<'> - <! + 9). 

Per la proiettiviti sopra stabilita, ad ogni retta del piano a> viene 
a corrispondere una curva r, intersezione variabile di due superficie della 



*) Per il numero dd punti doppi delle superficie di un fascio veggasi la Nota 

del Segre : Intorno ad un car alter e delU superficie [Atti della R. Ace. delle Sdenze 

di Torino, Volume XXXI j, n° 10, ed anche la mia Nota N", nella quale infine dd 

n° 8 si trova stabilita per altra via la formola sopra riportata nella proposizione V), 

Si osservi che, se in questa formola (in quella della Nota "N" 6 stato omesso dentro 

parentesi per puro errore tipografico il temiine -{- 10) si introduce I'invariante P di 

Zeuthbn-Segre, e si vuole che questo sia in ogni caso legato agli altri invarianti 

P. e P<'^ dalla rdazione 

P=i2P,-P<') + 9, 

si ottiene una formola, la quale difTerisce da quella data dal Segre per contenere in 
pid, dentro parentesi, il termine — i. Ci6 dipende unicamente dal fatto che il Segre 
ammette la convenzione (n° 4 della sua Nota test6 dtata), per la quale nella defini- 
zione dd carattere P un punto t-plo staccato della superfide data conti come i — i 
curve dotate di un punto doppio e appartenenti al fasdo che sulla superfide stessa 6 
stato scdto per calcolare P, del quale fascio il punto considerato non sia un punto 
base. Qui invece, perchi la rdazione fra gli invarianti P, Pf^tP^^"^ sia sempre qudla 
or ora ricordata, si k convenuto che I'influenza di un punto i-plo staccato sul carat- 
tere P da di j e non di 1 — i uniti. 
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rete (F). Quindi alle rette di quel piano passand per un punco dato 
Af^, corrispondono Ic curve r, fonnanti un fascio (F)^, intersezioni 
della superficie F^, corrispondente a quel punto M^y con le altre su- 
pcrfide della rete (f ). 

Se il punto M^ appartiene alia curva A, la superficie corrispondente 
F^ t dotata di un punto doppio D^ e il fascio (T\y situato sopra di 
essa, contiene una curva r, fornita in D^ di un punto doppio, base del 
fiiscio di superficie della rete determinato dallo stesso punto D^. A 
questa curva corrisponde sul piano a> una retta ty passante per il punto 
M^; e poich^ nel fascio anzidetto esistono, oltre F^, altre / — 2 super- 
ficie dotate ciascuna di un punto doppio, la retta t incontra la curva A 
in / — 2 punti soltanto, fuori di Af^ ; epperd essa tocca la curva me- 
desima in questo stesso punto M^ . Dunque : 

c) Alle tangenti della curva A corrispondono le curve F della rete 
(F) dotate di un punto doppio. 

Perci6 le tangenti della curva A passanti per un punto qualunque 
Mq del piano w, sono tante quante le curve del fascio (F)^, corrispon- 
dente a quel punto Af^, dotate di un punto doppio. Quindi ricordando 
che questo fascio si compone di curve del genere p e che il numero 
de' suoi punti base, che sono semplid per la superficie F, t N^sibz*): 

d) La curva A i della classe : 

In tal modo si conoscono tre caratteri pluckeriani deUa curva A; 
e quindi si possono calcolare i rimanenti. 

4. Dalla proposizione c) del numero precedente segue : 

a) Alle tangenti doppie della curva A corrispondono le curve F 

della rete (F) dotate di due punti doppi, e quindi altrettanti fasci di 

superficie F, che hanno fra loro un doppio contatto. 



^ Sbgre, L c n° 4. — In virtd deiU diversa convenzione fatta ndla nota del 
numero precedente, anche la fonnola riportata nella proposizione i), difierisce da 
quella ort accennata del Segrx per il termine — a. 

fi bene osservare che, nel caso attuale, il numero k ddle curve del fascio (F)o ^o* 
tate di un punto doppio, si pu6 ottenere calcolando quello delle intersezioni, situate 
fuori degli element! fondamentali, della superfide Fq , cui quel fascio appartiene, con 
la Jacobiana / della rete (F). Ed eseguendo questo calcolo si trova effettivamente il 
valore di k dato nella proposizione d). 



SULLB RBTI DI SUPERFICIB ALGBBRICHB. 1 65 

F) Alle tangenti inflessionali della curva A corrispondono le curve 
r della rece (F) dotate di una cuspide, e quindi altrettand fasci di su* 
perfide F, cbe hanno fra loro un contacto stazionario. 

Perci6 calcolando (3) il numero delle tangenti inflessionali e quello 
ddle tangenti doppie della curva d, si trova: 

L « La rete (F) contiene : 

c fasd di superficie aventi fra loro un contatto stazionario, e 

« fasci di superficie aventi fra loro un doppio contatto ». 

Sia M^ un punto della curva A, al quale corrisponde nella rete (F) 
una superficie F, dotata di due punti doppi. II fascio delle superficie F 
corrispondente ad una retta qualunque condotta sul piano a> per il punto 
Af ^ contiene la superfide F, , e quindi possiede, oltre questa, altre / — 2 
superficie soltanto ciascuna dotata di un punto doppio. Perd6 quella 
retta incontra la curva A in soli / — 2 punti fuori di, M , ; e di conse- 
guenza questo & un punto doppio per A. Dunque: 

c) Ai punti doppi della curva A corrispondono le superficie della 
rete (F) dotate di due punti doppi. 

Gascuno dei due fasd della rete (F) determinati dai due punti 
doppi della superficie F, , contiene, oltre questa, altre / — 3 superficie 
soltanto ciascuna dotata di un punto doppio. Perci6 le due rette che ai 
fasci stessi corrispondono sul piano a>, sono le due tangenti alia curva 
A nel punto doppio Af, . 

Se qud due punti doppi della superficie F, diventano infinitamente 
vidni fra loro, d^nno origine ad un punto doppio biplanare, e il corri- 
spondente punto doppio suUa curva A si trasforma in una cuspide. 
Dunque : 

d) Alle cuspidi della curva A corrispondono le superfide della rete 
(F) dotate di un punto doppio biplanare. 

Perd6 calcolando (3) il numero delle cuspidi e quello dei punti 
doppi della curva d, si trova: 

n. ccLa rete (F) contiene: 

3(36?^ 4. 6/) + 2w — P<'» _ AT - 2<x + 9) 
« superficie dotate di un punto doppio biplanare, e 

« superficie dotate di due punti doppi ». 
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5. Nel caso in cui la rete data appartenga ad un sistema lineare, 
quadruplamente infinite e semplice \F\ di superficie F, la dimostrazione 
di quest'ultimo teorema pu6 esser fatta con un altro metodo, che 6 
bene di esporre non solo perch^ oflFre una prova delFesattezza dei ri- 
sultati ottenuti, ma anche perch^ conduce ad alcune proprieti, forse 
nuove e non del tutto prive d'iniportanza, di un sistema 00^ di superficie. 

Fra le superficie di questo sistema, sulla cui base si supporranno 
verificate le stesse ipotesi precedentemente fatte su quella delia rete (F), 
e gli spazi ordinari di uno spazio a quattro^ dimensioni £', si stabilisca 
una corrispondenza proiettiva. In virtCi di essa, viene ad essere definita 
in quest'ultimo spazio 2' una varieti V rappresentabile biunivocamente 
coi punti dello spazio ordinario ^ in cui 6 dato il sistema |F|. 

L'ordine di questa varieti V & eguale al numero N dei punti va- 
riabili comuni a tre superficie del sistema |F|; le sue sezioni piane hanno 
per imagini le curve d'intersezione variabili T di due superficie di questo 
sistema ; e le sezioni spaziali, le superficie del sistema medesimo. 

Inoltre, la classe della stessa variety V t data dal numero delle 
superficie di un fascio appartenente al sistema |F|, dotate di un punto 
doppio ; epper6 (3, b) 6 : 

le sue curve di contatto con i conoidi di 2* specie ad essa circoscritti 
hanno per imagini le Jacobiane / delle reti (F) contenute nello stesso 
sistema |F|; e le superficie di contatto con i conoidi di i* specie ad 
essa circoscritti, le superficie Jacobiane F. dei sistemi lineari triplamente 
infiniti contenuti in |F|. 

Con I'aiuto della varieti V 6 facile dimostrare le proprieti seguenti : 

I. « Le superficie Jacobiane F. formano un sistema lineare quadru- 
cc plamente infinito |F.| ». 

II. « La superficie Jacobiana F-j di ogni sistema lineare triplamente 
« infinito di superficie contenuto nel sistema |F.|, si compone di una 
« superficie fissa if, luogo dei punti doppi biplanari delle superficie del 
« sistema dato |F|, e di una superficie del sistema medesimo » *). 



*) Queste proprieti, che valgono anche se il sistema delle superficie \F\ fe dato 
in una variety qualunque a tre dimensioni, sono analoghe a queUe possedute da un 
sistema lineare triplamente infinito tracdato sopra una superficie algebrica, e si pro- 
vano nello stesso modo. Cfr. la mia Nota : Sui sistemi lineari, etc [Rend, del Circolo 
Matem. di Palermo, t. XX (1905), pp. 34-48]. 
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Inoltre t noto *) : 

in. « Ciasciina superficie Jacobiana f. 6 dell'ordine 4 (n . — i), pos- 
« siede ogni P^, come punto niulriplo secondo 41'^ — 2 ed ogni Q co- 
« me curva mulripla secondo 4;^ — i ; di pifi passa semplicemente per 
« la curva Jacobiana Q del sistema dato \F\ ». 

Applicando le prime tre delle propriety contenute in questo teore- 
ma ad una Jacobiana f ., e tenendo presente (n° 5, II) che questa 
Jacobiana si spezza nella superficie H t in una superficie F, si trova 
facilmente : 

IV. cc La superficie H t dell*ordine 5 (3 » — 4), possiede ogni P^^ 
« come punto multiplo secondo 5 (3 i^ — 2), ogni Q come curva mul- 
« tip la secondo 5(3 ;\ — i)ela Jacobiana O come curva tripla ». 

Infine si ha ancora : 

V. « La Jacobiana / di una rete di superficie (F) i (N', n** 5, I) 
« ddl'ordine : 

Af = 6(« - ly - Z(6;i -3h- i)m, , 

k 

« possiede (N\ n® 5, II) ogni P^ come punto multiplo secondo 

iib = 6H(H— i), 
cc si appoggia (N", n° 7, V) ad ogni curva Cj in 

A = [3(4/1 - i)« — 2(6;J + 3;\ — 2)]m, - 3;\(2/j — i)r, 
« punti, e (AT", n° 8, II) alia Jacobiana O in 

£=20(«- 0' — ^ZOi— OOo^k — 5^*i+ 

o 

— Z[(6o/! — 3o;» + 0« - 2(20/' + isjl — is/j + i)]mj 

i 

+ Z(20;» — I5y» + sit — i)r^ 

k 

« punti ». 

Ora ogni punto comune alia Jacobiana / di una rete presa ad ar- 
bitrio nel sistema dato |F|, ed alia superficie if, situato fuori degli ele- 
menti fondamentali, somministra una superficie dotata di un punto doppio 
biplanare e appartenente alia rete considerata. II numero c delle super- 
ficie di questa rete fornite di sifiFatta singolariti, si ottiene dunque cal- 
cokndo quello delle intersezioni variabili di una curva / con la super- 



*) A. Levi, Sulle singolaritA delta Jacobiana di quattro superficie, n* 7-8. Gior- 
naie di Battaguni, VoL XXXIV. Ed inoltre: N" — n« 8. 
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fide H ; epper6 in virtji d^ uldmi due teoremi precedend, h dato daUa 
fonnola : 

^ = 5 (3 « - 4)Af — 3^ — 5 Z(3«"fc - 2)Ifc — 5 Z(3;\ — O^o 

donde, ponendo al posto di Af, £, JL^ e JD^ i loro vaiori, si rioivay co- 
me i facile verificare: 

— 3o[4«' — 2 Z^'J — 2Z;k(« + /*)'»* + Z;>J 

+ 3[5on - SZ^l - Z(« + 24;\)»»k + aZ/k^il 
+ 3 ZC'^fc — 2mJ — 6<x — 6o. 

Trasformando questa formola per mezzo delle relazioni (i), (5), 
(7) e (10), si otdene: 

^ = 3 (36P. + 6;> + 2 IT - P<'^ - N - 2 <r + 9), 
in accordo con il primo dei due risultad contenud nel teorema II del n^ 4. 

6. Fra i pund dello spazio a quattro dimensioni 2' in cui giace 
la varied V e gli spazi ordinari dello spazio stesso, o di im alcro spa- 
zio a quattro dimensioni 2, , si stabilisca una reciprociti. In virti^ di essa, 
gli spazi corrispondenti ai pund della varieti V* inviluppano una uuova 
varietd V^ , correlativa alia prima. ^ 

Se ad ogni punto della varieti V si fa corrispondere il punto di 
contatto di V^ con lo spazio che nell'anzidetta rcciprociti corrisponde 
a quel punto di V'y i pund delle due varietd V e V^ vengono ad es- 
sere riferiri biunivocamente fra loro ; e quindi anche quest' ultima varieti 
V^ e rappresentabile punto per punto suUo spazio ordinario T in cui i 
dato il sistema |Fi. 

Tenendo presend le proprieti della varieti V* stabilite nel uumero 
precedente, h facile provare : 

I. « La varieti Vx e deU'ordme 

2(i2P, + ;) + ^-P''^-<T + 9); 

« le sue sezioni piane hanno per imagini nello spazio V le curve Jaco- 
« biane /; e le sezioni spaziali, le superficie Jacobiane Fy ». 

II. « La varieti V^ 6 deUa classe A'; le sue curve di contatto con 
«i conoidi di 2* specie ad essa circoscritd, hanno per imagini nello 

9 F le curve F; e le sezioni spaziali, le superficie F». 
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Pokh^ una retta d^o spaido V incontra una superiicie Jacohiana 
Fy in 4 (if — i) pund; e un piano dello stesso spazio ha in comune 
M pund con una curva Jacobiaua /, $i conclude ancora ; 

in. « Alle rette dello spazio V corrispondono sulla varieti V^ curve 
crazionali dell'ordine 4(11 — i); ai piani, superficiq omaloidi dell'or- 
cdine Af »• 

Inoltre, dall'uldma parte del precedente teorema I, e dalle propriety 
del sistema \F.\ contenute nella proposizione III del n° 5, segue : 

IV. Ad una retta deUo spazio V passante per un punto fon- 
• damentale P^ corrisponde sulla varieti V^ una curva dell'ordine 
€4(n — i) — 2(2 1\ — i); ad una retta appoggiata in un punto ad 
c una curva fondamentale Q , o alia Jacobiana Q, una curva dell'ordine 
« 4(n — i) — (4/4 — i), o deirordine 4(n — i) — i ». 

Ora, sia data nello spazio 2^ un'altra varieti W dell'ordine \l. Cal- 
colando il numero de' suoi pund d'incontro con la curva della variety 
F, , che, secondo il teorema precedente HI, o IV, corrisponde ad una 
retta dello spazio V scelta ad arbitrio; oppure passante per un punto 
P^ ; oppure appoggiata in un punto ad una curva Q , o ad Q, si trova : 

V. « L'intersezione della variety T, con una data varieti W del- 
c Tordine (a, ha per imagine nello spazio V una super6cie deU'ordine 
«4|a(ii — i)y la quale possiede ogni P^ come punto muldplo secondo 
«2|x(2»j — i), ogni Cj come curva muldpla secondo (a (4/4 — i) e la 
c Jacobiana Q come curva muldpla secondo |a »• 

7. La varieti V^ possiede una superficie doppia K^ , la quale ha per 
imagine nello spazio V la superficie K^ luogo delle coppie di pund doppi 
delle superficie del sistema |F|. Possiede inoltre una superficie cuspidale 
H^j che ha per imagine in F, la superficie Hy luogo dei pund doppi 
Inplanari delle superficie del sistema medesimo \F\. 

Ci6 premesso, si consideri la prima polare di un punto qualunque 
O dello spazio 1/ rispetto alia variety V^. Essa h una seconda varieti 
W^ dell'ordine (6, I) : 

|x = a(i2P. + /> + ir-P<'>-(T + 9)-i, 

la quale taglia V^ secondo un luogo, che si compone della superficie di 
contatto F, della medesima varieti V^ con il conoide di i * specie avente 
il vcrdce ncl punto 0, della superficie cuspidale i/,, da contarsi tre 
volte, c della superficie doppia K^ . Per rultimo teorema del numero 

Rami. Grt, Mmimm, FmUrwto, t. XX (1905). — Stampato il $ luglio 1905. 22 
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precedente si conoscono le propriety della imagine della completa inter- 
sezione di V^ con IV ^\ inoltre sono note quelle delle imagini di due 
delle tre component! Tintersezione medesima, e precisamente le proprieti 
della superficic //, imagine di H^ , date dal teorema IV del n° 5, e 
quelle della imagine di F^ , la quale imagine ^ una superficie F del si- 
stoma date \F\, Quindi si possono, per differenza, trovare le proprieti 
dell'imagine della tcrza componente K^ , ossia le proprieti della super- 
ficie K. Cosi, ad esempio, se si vuole determinare rordine di questa su- 
perficie, basta rammcntare che quello della imagine della completa in- 
tersczione di V ^ con li\ e (n° 6, V) : 

4(h - ,)[2(I2P, +/, + « - P'" _ ,T + 9) - I], 

quello della superficic H (n^ 5, IV) i 5(3^ — 4), e infine quello di 
una superficie ¥ ^ n\ t allora I'ordine richiesto viene dato dalla for- 
mob : 

4(«-i)[2(i2P, + /> + ^-P^'»-a+9)^i]-3.5(3n-4)-n 
= 8(w-i)(i2P,+p + ^-P<'» — a + 9)-50«.f 64. 

Analogamente si calcob il grado di multipliciti per la stessa super- 
ficie K di un punto P^ , di una curva Q e della Jacobiana 0. In tal 
modo si trova : 

« La superficic K^ luogo delle coppie di punti doppi delle superficie 
« del sistcma |F|, e dell'ordine : 

8(« - i)(i2P. +p + It - P-' _ cr + 9) _ 50M + 64, 

« possicde ogni P^ come punto multiplo secondo 

4(2u - i)(i2P, + p + Tt - P'- _ a + 9) - 5oi, + 32, 

« Ogni C\ come curva multipla secondo 

2(4;, - 1)(I2P_ +p + ^ _ P" _ CT + 9) - 50/, + 16 

« e la Jacobiana 12 come curva multipla secondo 

2(l2P^-f p-f TT— P<*^ — (J -|- 9) — 10. 

Ora, ogni punto coniune alia Jacobiana / di una rete presa ad ar- 
bitrio nel sistcma dato |F| e alia superficie A", situato fuori degli ele- 
menti fondanientali, somministra una superficie della rete medesima, la 
quale possiede due punti doppi, di cui uno c quello considerate e Taltro 
cade in una delle rimancnti intcrsczioni di quclb Jacobiana / con la 
superficie K, Quindi il numcro d delle superficie dotate di due punti 
doppi e appartenenti alia rete anzidetta, ^ eguale alia metd del numero 
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delle intersezioni variabili di una Jacobiana / con la superficie K; epper6 
in virtii del teorema precedence e della proposizione V del n^ 5, esso 
t dato dalla formola : 

2d = [8(w — i)(i2P^ ^ p -(- w — /X') _ a + 9) — 5o« + 64]M 

-Z[4(2U-i)(i2P.+/> + ^-P^'>-<r + 9)-5oi, + 32]L, 

- Z [2 (4/* - i)(i2 p. + /. + IT - ?'" - a + 9) - 5o;\ + i6]D, 
- [2(12?. +i) + w - P<" + <T + 9) - io]£; 

donde, ponendo al posto di Af, jE, L^,, e Dj i loro valori, si ricava, co- 
me i facile verificare : 

h h k k k 

+2Z(^— ^^J~4<^-8|-2{5o[«^-Z^'fe--Z;*(3^^— 2/»K+Z;>*] 

ik h k k 

— 48[4n'-2Zifc-2Z /kC^+ZiK+Z /k ^] 

h k k 

+[234n— 3 6Ziib -h^ZCw- 1 9Jk>h-i-9X jk h] 

h k k 

+5Z(r— 2mj)— iO(T-92J. 

k 

Trasformando questa formola per mezzo delle relazioni (i), (5), 
(8), (9) e (10), si ottiene: 

ii=2[(i2P,+H-'^-P'"+9)-(9oP,+ i5H-5'^-3i""-2JV-5<^+27)]. 

in accordo con I'ultimo dei due risultati contenuti nel teorema 11 del n° 4. 

8. Le ricerche precedenri possono evidentemente essere estese ad 
una rete di superficie immersa in una varied qualunque a tre dimen- 
sioni. Ma sino ad oggi non sono riuscito a fare tale estensione die in 
casi particolari, sui quali qui non insisto, perch^ spero ancora di poter 
ritornare sul problema generale. Intanto per6, in virtu dei risultati ot- 
tenud in questi casi, credo di potere afiermare che in generale hanno 
luogo i teoremi seguend : 

Se ai simboli N, P^, p, w e P si conservano i significati gid loro 
attribuiti nel n** 2 e nella nota al n° 3, se inoltre si indica con 11 Tin- 
variante di Segre relativo alia varieti data *) e con U^ il genere arit- 



*) Sbgrb, L c, n^ 9. 



i 
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medco della varieti stessa *), e se infine si suppone che la rete (JF) 
di superficie considerata non abbk pund base tnuldpli: 

I. La Jacobbna della rete (F) h del genere g dato dalla fbrmola : 
a(^ — i) = n + 480^ + 72P. + i8p + 21c — aJV — 2. 
n. « La rete (F) condene : 

24(20.+ 3?. + /,) 

« fasd di superficie avend fra loro un contatto stazionario, e 

i.[(iS^+P+4p)»_(n+i44n.+3?+2i6P.+N+78H-2«-2)] 

« fasci di superficie avend fra loro un doppio contatto ». 
in. « La rete (F) condene : 

3(n + i6n. + P + 24P. + 6/> + 2ir — JV— 2) 
« superficie dotate di un punto doppio biplanare, e 

±(n + 2P+2p + 2i^ — 2y 
— (50 + 720. + 6 P + 108P. + 3o/> + low — 4 JV — 10) 
« superficie dotate di due pund doppi ». 

Roma, Maggio 1905. 

M. Pannelli. 



*) Questo & rinvariante che Nobther indica con p : Zur Theorii des eindeu^ 
Ug$n Entsprechens algehraiscber Gebilde [Math. Anxk, Band VIII (1875)], 5 '5* 



SOPRA UN PROBLEM DI ELETTROSTATICA 
CHE SI t PRESENTATO NELLA COSTRUZIONE DEI CAVI. 

Memoria di T. Levi-Civita, in Padova. 



AdAiunzA del 14 maggio 1905. 



L'uso, ormai frequente nell'industria, di corrend alternative a ten- 
sioni aldssime ha messo in prima linea la questione della rigiditi die- 
lettrica dei cavi. 

Di questa questione ebbe ad occuparsi con alta competenza il sig. 
ing. Emanuele Jona della Ditta Pirelu e C. *). Egli fu in particolare 
coildotto a proporsi un quesito specifico di non lieve importanza per i fab- 
bricand, ma di£Ecile a deddersi per via sperimentale. Pens6 allora di ri- 
correre alio strumento matemadco ed incit6 me ad esperirne il maneggio. 

lo ho accolto assai volenderi I'invito cortese ed ho potato rispondere 
in modo predso, fornendo i coefficiend numerici desiderad quale norma 
cx)strutdva. Si tratta di conclusioni, che, come ho ora accennato, male si 
prestano ad un diretto controllo sperimentale. Ma, fra le formule, in 
cui quelle conclusioni sono implicitamente contenute, ve n'd una suscet- 
dlnle di comoda verifica. La verifica h stata eseguita dallo stesso ing. 
Jona, e riusd quanto mai soddisfacente (cfr. § 12). 

Dei risultad, cui sono pervenuto, ho gid data nodzia lo scorso an- 
no **); essi si ritrovano, pi£i ampiamente illustrad e commentad, nella 
interessante comunicazione fatta dell'ing. Jona al Congresso di St. 
Louis *^. 



^ IJmitaxioni mcessarUj ecc [Atti della Assodazione Elettrotecnica Italiana, vo- 
lume Vm (1904), pag* 195-220]. 

^ Rendiconti dd linoei, 24 Aprile 1904. 

^*^) ImuhHng maUnals in bigb tension cabies. Electrical Congress of S.^ Louis, 
Section E. 



174 T. LBYI-CIYITA. 

La presence Memoria condene la esposmone dettagliata di tuna la 
ricerca. Chi per altro cercasse qui ancora soltanto la posizione del pro- 
blema e i risultad potrd limitarsi a leggere i §§ i, 13 e 15. 

Si- 

Considerazioni preliminari e cenno del metodo di risoluzione. 

Uq cavo coQSta essenzialmente: 

di un conduttore centrale (formato da un iilo unico a sezione ar- 
eolar e, o pid spesso da una corda di tali fili), per cui passa la corrente; 

di un rivesdmento isolante; 

di una guaina conduttrice (a sezione circolare) da risguardarsi in 
comunicazione col suolo. 

Quando il conduttore centrale i percorso da corrente, si genera in 
tutto io spazio ambiente un campo elettromagnedco. Se anche la corrente 
i alternadva, entro i limid delle frequenze industriali, si pu5 con tutta 
tranquillity parlare di potenziale e ritenere valide per una generica sezione 
del cavo le leggi elettrostadche *). 

La sezione del rivesdmento isolante si presenta (cfr. la fig. i) come 
una corona <r, limitata esternamente da un cerchio C (sezione della guai- 
na cilindrica conduttrice) ed internamente da un contorno T (drcolard 
nel caso di un filo unico) frastagliato, ad archi di cerchio tangend ne 
caso generale di una corda. 

II potenziale (logaritmico) fV i zero in C ed ha, in tutd i punri 
di r, uno stesso valore (variabile col tempo) X, che pu6 raggiungere 
massimi (positivi e negativi) molto elevari. Nel frapposto coibente a c'h 
una caduta del potenziale ^ da S a zero. 

Questa caduta di potenziale pone a cimento la rigiditd dielettrica di 
<y, tanto che, se S oltrepassa un certo limite, avviene una scarica disrut- 
tiva, e il dielettrico rimane perforato, ci6 che naturalmente 6 necessario 
evitare. 

In modo preciso, si pu6 ritenere che b misura del cimento speci- 



*) Nella citata mia Nota deUo scorso anno avevo espresso il proposiio di profit- 
tare della trattazione in extcnso per discutere e precisare anche questo punto. Ma mi 
aweggo che dovrei diffondenni soverchiamente e perci6 rimetto la cosa ad altra oc- 
casione. 
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fico, cui sottosti il dielettrico a in un suo punto generico P, sia data 
dal gradiente del potenziale fV, che t poi il valore del /^^ fV in quel 
punto *). 

Per gli scopi costruttivi interessa conoscere il massimo cimento spe- 
cifico, che viene raggiunto in qualche punto del dielettrico <y. £ chiaro 
che questo elemento 6, al pari di IV , proporzionale a S, mentre I'altro 
&ttore, che chiameremo G, dipende soltanto dalla natura geometrica del 
campo a. 

Basta dunque occuparsi di questa costante di configurazione G, mas- 
simo cimento specifico (si pu6 dire) per unitd di differenza di potenziale. 

Converremo di assumere la definizione di G sotto la forma seguente : 

G t il valore massimo del A^ della funxione T, armonica e regolare 
entro <r, che prende il valore T^ero su T e uno su C. 

Nel caso semplice di un iilo unico, <r d una corona circolare e si 
ha immediatamente 

V — — 



log — 



designando R, r i raggi esterno ed interno della corona, e p il raggio 
vettore del punto generico P. 
Ne viene 



df , R ' 

^ plog — 

n valore massimo di A^ F ha luogo, come si vede, nei punti del con- 
duttore interno (p = r). La G di una corona circolare, che rappresen- 



^ Sia infatti Wp il valore del potenziale nel punto considerato P; W= Wp la 
Hnea equipotenziale passante per P, Ws=z Wp -|- d fVp la linea equipotenziale infini- 
tamente vidna ; dn h lunghezza della perpendicolare, abbassata da P sulla detta linea 
infinitamente vicina. H gradiente (differenza elementare di potenziale divisa per Tele- 
mento di distanza) ^ la naturale misura del cimento specifico. Esso viene quindi 

dw r 

espresso da -^ — , che coincide, come b ben noto, col A, ^ I in coordinate cartesiane 
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teremo con G, h dunque definita da 



G. = 



flog — 

R R 
Dato Ry per rendere minimo G, , bisogna prendere ri= — =: , 

ed il valore minimo ;, di G, d 

I 

Nella pratica il conduttore interno non e generalmence drcolare; 
esso i quasi senipre cosdtuito da una corda a 7, 1% 37, ... fili drcokri. 

Si tratta pertanto di stalnlire che cosa diventa in quesd casi la espres- 
sione di G. 

Noi converremo di individuare il profilo del conduttore interoo T 
per mezzo del raggio nodale r = ON e del numero m(ffi = 6 ndh 
fig. I ) d^li archi di cerchio tangenti, che lo costituiscono : m d dunque 
non il numero totale dei fill della corda, ma di qudii soltanto, che ap- 
partengono all'uldma stratificazione: 6, 12, 18 nei dtati esempi di corde 

a 7> I9> 37 fill- 




(Fig. I). 

Prima di iiitraprendere b ricerca analidca nodamo che il semplice 
buon senso (sorretto, se si vuole, da nozioni fondamentali di teoria del 
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potenziale) permette di prevedere Tandamento del gradiente entro uq ge- 
nerico campo a. 

Anzi tutto i valori estremi del gradiente debbono cadere sul con- 
tomo del campo (su C o su T): questo perch6 log A^ F 6, al pari di F, 
una funzione armonica. Nel caso della corona circolare cadono, come si 
i visto, su r. Si capisce senz'altro che lo stesso deve avvenire in generate. 

D'altra parte, nei nodi (che sono cuspidi coUa convessiti rivolta 

dV . 
verso Tinterno del campo a, in cui V h regolare) -i — , cioi A^ F, si 

annulla *). H valore massimo di G sard perci6 da cercarsi nd ventri 
(punti medi degli archi di cerchio costituenti T) : cosa ben naturale quan- 
do si pensi che i ventri sono i punti di T piCi vicini a C, a partire dai 
quail quindi la variazione del potenziale 6 pi£i rapida. 

G6 premesso, indichiamo le linee generali del procedimento, che 
sari svolto nei §§ seguenti: 

i^ La determinazione di F* si riconduce (adattando opportunamente 
un classico procedimento di Schwarz) alia integrazione di una ordinaria 
equazione diSerenziale del secondo ordine a coeflEcienti doppiamente pe- 
riodici; da essa rigorosamente discende I'accennato comportamento del 
gradiente ; 

2^ La integrazione della detta equazione (che si pu6 e£Fettuare per 
approssimazioni successive usufruendo di cerd parametri X e Q porge 
per V e per 1, V degli sviluppi uniformemente convergent! in tutto a, 
donde in particolare b espressione rigorosa di G; 

3** Per passare alia valutazione eflFettiva, si arrestano questi sviluppi 
al loro primo termine, ci6 che pur assicura ogni desiderabile approssi- 
mazione. L^errore, che si commette, rbuita infatti, nella peggiore ipotesi, 

dell'ordine di i6 (-p-) (rispetto airuniti), aflPatto trascurabile dunque, 

se, come awiene sempre nei cavi, -^ i molto <[ — ed m ^ 6. 
4° Esegesi e discussione numerica delle formule finali. 



*) Cfr. per es. Riemann-Weber^ Die pariiellen Differentialgleicbungin dmr fiiali#- 
matischen Pbysik, Bd. I, pp. 542-345. 

Mtmd, Gft. Msttm, PsUrtm^, t. XX (1905). — Sumpato il 5 luglio 190$. 
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S2. 

La funzlone armonlca F e la sua assodata U. 

Sia il centro di C, che si suppone naturalmente centro di sim- 
metria anche per la spezzata T, 

Rifcriamoci ad un sistenia di assi coH'origine in e coll*asse x 
(anzi coUa direzione positiva dell'asse x) passante per uno dei nodL Sia 
questo N (fig. 1) e siano A\, A'__, il primo e Tultimo nodo, che si 
incontrano a partire da N procedendo sul contomo T nel verso xj\ 
sia M rultimo ventre, cio6 il panto medio deirarco NN_^. 

Sieno infine A^', N|, iV^, , M' i punti del contomo C corrispon- 
denti a N, N, , A^_, , M, cio6 le intersezioni di C coi raggi ON, ON^j 
N_^ , M rispettivamente. 

Consideriamo, accanto alle coordinate cartesiane x, y di un generico 
punto P di <7, anche le polari p e =r, e risguardiamo il potenziale F, che 
si annuUa su T e prende il valore 1 su Q come funzione di p e di X 

DacchS, per ipotesi, il campo <7, e con esso le condizioni del problema, 

si trasfomiano in s6 per ogni rotazione di ampiezza — , avremo iden- 

ifi 

ticamente 

(0 ^(p> ^ - ^) = ^(p> =»)• 

Del pari, tutto essendo simmetrico rispetto all'asse polare, sari 

(2) ^(p, - =) = n?> ='). 

I perfezionanienti moderni della teoria del potenziale ci permettono 
di asserirc con tutto rigore che la F c una funzione analitica, regolare 
entro <r e sui contorni, esclusi al piu i nodi, e che lo stesso puu dirsi 
della sua associata t/, definita (a nieuo di una costante additiva) dalle 
equazioni 

dU__dV_ dU _ dV 

^^^ ^ dp ~ d^ ' d^ ~ ^ df ' 

La U stessa rimane inoltre, al pari di r, finita e continua anche 
nei nodi (la cuspide essendo rivolta verso Testerno del campo <r) *). 
Si noti che, essendo il campo a doppiamente connesso, la funzione 



•) Cfr. in particolare Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie, Bd. II, pp. 211-233. 
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U pu6 non essere uniforme (ed effettivamente non lo 6, come tosto 
appariri), ma lo diventa non appena si renda il campo semplicemente 
connesso. 

Immaginiamo di averlo fatto, praticando per es. il taglio KK' lungo 
il semiasse negadvo delle x, e fissiamo la costante additiva col prendere 
£7 = o in iV [do6 U (r, o) = o]. 

Tenendo conto delle (i), (2), le (3) raostrano che (7l p, xr ■ , 

— £7(p, — 2f) hanno le medesime derivate di 17 (p, i), talchfi 

I7(p, -^) = ^ f7(p, ^) + cost. 

La costante della seconda equazione i nulla, come si riconosce fa- 
cendovi p = r, :j = o. 

Chiamando I'altra 2 &>, le propriety delb {/, che fanno riscontro alle 
(ij, (2), risultano espresse da 

(2') C7(?, - 3) = - C7(p, s). 

La (2') d4 in particolare C/(p, o) = o, e con cio la (i'), pure per 

3 = o, di uL, _^j = 2W. 

Facendo invece, nelle (i'), (2'), 2r = — , si ricava 

m 



u{,. - ^) = ». 



La U t dunque Tiero lungo tutto il segmento NN' ed ha i valori co- 
sianti 0), 2 ft) in tutti i punti dei segmenti M M\ N_^N'_^ rispettivamente. 

La applicazione ripetuta della (i'), a partite dai valori o e — di 2r, 

mostra che, anche su ogni altro raggio, sia nodale che ventrale, la U ha 
valori costanti, i quali variano da un raggio al successivo di co nel verso 
n^iativo e di — co nel positivo: cosi sui due bordi del taglio KK' risulta 

Prendiamo adesso a considerate una generica linea equipotenziale 
V = cost., la costante essendo, si intende, compresa fra i valori estrenii 
o ed I, che F prende sui contorni. Un ragionamento ben noto, basato 






liters ^ 'y' ^ x; m {:«: 



^ r = 



£ X * 



: fy:z iisls ?'=: 
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tt*vi^ ^jx 7 X C^ V cztact ia. ztzo li i, cos i 
Iri pankz/lare poi 



x« • 



S3. 
InvcTftioiie. 



Si p^inga 



t = x + i> = p^^. 



\a u ri^ultcri funzionc della variabile complessa i^^ uniforme e 
golarc ill tiim> il cam(K) a (reso semplicemente connesso col taglio /TiT) 
t %\x\ (iuc mmxorui^ esclusi al piu i nodi (dove per6 si conserva finita e 
continua). 

Al contoriio di n (costituito da T, C c dai due bordi del taglio /T/T') 
corriftpoiule tinivocanicnte nel piano u (iig. 2) il rettangolo ^ compreso 
fra Taifte rcalc T =:= 0, la sua parallela F = i e le due parallele all'asse 
immA({inario U = mta, C/ = — ma>. 

In ogni altro punto di 0^ la u assume valori intern! al rettangolo 
la corrispondenza t biunivoca entro i due campi e sui rispettivi con- 
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torni. Q6 risulta analidcamente dal fatto che (esclusi soltanto i nodi) 
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(Pig- ^)' 

= AjF' i regolare e diverse da zero; e che anche nei nodi U e 

F restano finite e continue. 

Siamo cosi auiorix^ati a riitnere reciprocamente ^ funxiont uniforme 
di u, regolare entro il rettangolo ^ e sul coniorno con eventuale esclusione 
dd soli punli w = o, w = i 2 oi, ... delVasse reale, cut corrispondono i 
valori nodali di :( (ciofe i punti N, A/_, , A[, , . . .). 

Ai tratti (o, i) dell'asse immaginario 17 =: o e delle sue parallele 
I7 = i;w, t7 = ±2c«), ... corrispondono la NN' e gli altri raggi 
(alternativamente) ventrali e nodali di <r da una parte e dali'aitra di 
NN\ I sensi — fissiamolo bene — sono opposti, cioi al verso positivo 
dell*asse V corrisponde il negadvo di 2r e reciprocamente. 

Le (i), (i') si possono evidentemente compendiare in 

= ^(P> 2j) + 2« + i r(p, :!r) = tt(0 + 26), 
il che h quanto dire 



37r» 



(4) :[(u + 2a>) = e "•:c(u). 

Questa equazione funzionale permette, se si vuole, di considerare x^ 
come una funzione uniforme di u in tutta la striscia F = o, F = i 
con singolarit^ soltanto nell'origine e nei punti dell'asse reale congrui 
all'origine secondo 2(i>. 

Un'altra proprieti della x. si trae dalle (2), (2'). Cosi come stanno, 
esse esprimono che ai punti di <r simmetrici rispetto all'asse reale, cio^ 
a valori coniugad di :(, corrispondono pund u simmetrici rispetto all'asse 






^f^ 



•s^=n -«i2 ii r. Ma, 

— ■ ■!■ I.- li 



• .».. 



— r — . — =i' 






^ a -.^ 



^. ,n -/ft*/*, 'A'^"/'^ -5, 2icr.C5 JL i -ini acrrn uli rsn psnUcJa all* 
^^f-,!^ ^ i /ivy; TTTViir.-^rj:. li r "mTjil it sue Tisnc} scpca : 

' 1%"^ ^ I'M Z \l% " l%f 



f^u^ :-!#•! y,n^» ie;!i ieca rcca, -nlcr: rea? 

/' "yi "4 ^;.;*r ->«CTdr.d per irtx. >xcccrrind in 31 punro » = m 
'//^'/.^^/'.^''/ry/ "ci piar.c r i'Jie irch: i: cerchio smgend (riu predsar 
rr-.r;,*/: T»^Ar,*ra,.-;'.i v>crr. angoio r.uLo, r.cc i: rSo"^, e* i Kgobre net 
/,-,V/rry/ 'i. tt u, , o rxila parte i: q^esco bmmo, cbe ippartiene al 
f7^x<^y^^ a \7 , u\ xxuxMsrjt neirnajrao di a. iino sviluppo delli forma 

^^' ^^ 2 ^tt"-- « ;^ ^ ^„ ^ + fanzione di u, regoUre per « = n^, 
/: A^'^\%x%%uAo lira coscante. 

'; f<MifM;tl iht dlf. reine uod angewandte Miitheiiutik, B<L 70 (1869), owero: 
fi$HHfim$U0 Ahtmndlunf^iHf Bd, 11, pag. 65. Cfr. aoche Dauoux, Lemons sur U tbioru 
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Q6 premesso, esaminiamo il comportamento analitico della derivata 
sch^'arziana {[y u\ della funzione ;( precedentemente considerata. 

Essa h anzi tutto, al pari di ;^, funzione regolare nella striscia V=:^o, 
^ = I, eccettuati i soli punti u = o, M = 2t:2a>, ... deU'asse reale ; 
^ soddisfa, in virtfi della (4), alia relazione di periodiciti 

C6) k, u + 2c«)} = {;(, u\, 

Il primo principio ci assicura che, nei tratti o, 2 a> dell'asse reale e della 
sua parallela F = i (cui corrispondono nel piano 7^ gli archi di cerchio 
^JV_,, AT'N^j), {:(, u\ 6 reale. Data la sua periodicitd, essa 6 quindi 
reale su tune le due rette T = o, F = i. 

AppUchiamo ora alia retta T = i il principio della riflessione ana- 
Krica, pure dovuto al sig. Schwarz. 

La {;(, u\ (definita finora nella striscia F^o, r= i) 6, a norma 
di tale principio, prolungabile analiticamente al disopra della T = 1, e 
prende, in punti simmetrici, rispetto a questa retta, valori coniugati. In 
particolare si presentano coniugati i valori {;(, t/j, {:(, C7 -f- 2i|, assunti 
nd punti dell'asse reale e loro simmetrici, appartenenti alia V = 2, Ma 
\7iy U\ 6 reale, e per conseguenza risulta addirittura 

la quale, sussistendo per i valori reali di 17, vale al solito in tutto il 
campo di esistenza, e pu6 quindi essere scritta 

(7) k> " + 2i} = k, 4 

Le (6), (7) esprimono che la {:(, u\ i funzione doppiamente periodica 
di u, coi periodi fondamentali 2 a>, 2 i, reale il primo, puramente imma- 
^nario il secondo. 

Nel rettangolo fondamentale (o, 2cx), 2co -}- 2i, it) questa k, u\ 
ha il solo pun to singolare u = o. Siccome ai due segmenti o, 2g); o, — 2a> 
dell'asse reale F = o corrispondono nel piano [ gli archi di cerchio 
NN__^y NN^y t questi si incontrano precisamente sotto angolo nuUo, 
cosl il secondo dei ricordati principi mostra che k, u] ha nell'origine un 
polo di secondo ordine, la parte meromorfa dello sviluppo essendo 

1 I , c 

2 u* * u * 

Per un noto teorema sulle funzioni doppiamente periodiche, la som- 
ma dei residui, relativi al parallelogrammo fondamentale, 6 nulla. Sari 
dunque c = o. 
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Basta adesso introdurre la p di Weierstrass (reladva, si intende, 
ai period! 2a>, 21 della {7^, u}) e formare la difierenza 

k> ^] — tP^ 

per riconoscere che si tratta di una funzione doppiamente periodica senza 
singolariti alcuna, e quindi di una pura costante (reale, perch^ suU'asse 
reale sono reali tanto \^ u] quanto p u). Designandola con 2 By si con- 
clude in definitiva che la nostra funzione 7i(u) soddisfa alia tquaxione 
schwarxiana 

k, u} = i-})w + 25 

t si pub quindi considerare *) come quoT^iente di due iniegrali della equa- 
Xione differen^iale di secondo ordine (a coefficiend doppiamente periodici) 

Propriety caratterlstiche degli integrali particolari 
della risolvente (£*), a mezzo del quali si esprime la x.. 

n coeflSciente j p « -f" ^ ^^^ (^ dipende da due costanri, di cui 
le precedent! considerazioni non forniscono il valore: la &> (che si sa 
soltanto essere positiva) e la 5. Per vedere in base a quali condizioni 
esse vanno determinate, cominciamo col caratterizzare i due integrali 
particolari della (£"), il cui rapporto h x, 

Designiamoli con i?^ e 9, e notiamo subito che, siccome :( non h 
una costante, 4^ e 9 saranno necessariamente due integrali indipendenti 

della (£"). Di piu, mancando nella (£) il termine in -p- , il wronskiano 

d<f 

^ du 

sari, per il teorema di Douville, una costante non nulla. Potremo ri- 
tenerla eguale ad i, poich^ non si influisce su :^ moltiplicando ^69 



*) Cfr. Darboux, loco dt, pag. 185. 
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per una stessa costante. Sari cod 

^ ^ ^du ^ du ^- 

Dalla 



^ trae, derivando, 

O) 



= R± 

9 



du~ <f' ' 

dz 
donde intanto apparisce che, siccome -p i, per natura sua, univoca- 

mente determinato, altrettanto deve accadere di 9 (a meno del segno); 
lo stesso vale allora per vj' = -^ . Ma la (9) ci permette di andare piii 

innanzi. 

dz 
Nella striscia T = o, V = i, -j^ i, come :(, uniform e e r^olare, 

fatta eccezione pei soli pund o, db 2 a>, ... dell'asse reale. Con questa 
stessa eccezione sari dunque pur regolare e diver sa da T^ero /a 9; e r^ 
golare per conseguenza ancbe la ^. 

Porriamo per :( la sua espressione -8— nella (5), con che essa si 

pu6 scrivere 

?(— <* + K^ + 0' 

Se si deriva, badando alia (8), risulta subito 

donde 

?(— tt + = ± K^ + 0> 

valendo il medesimo segno in tutta la striscia, perch^, come si t osser- 
vato, 9 non si annulla nell'interno. 

Per iissare il segno, facdamo u = o. Al punto i del piano u cor- 

risponde nel piano :^ il punto N'(^=Ryf deve dunque essere •'-7^= i> 
e valere quindi in tutta la striscia il s^;no superiore, ossia 

(10) 9(— a 4- = K^ + 0- 

Dalle (4) e (9) segue ovviamente 



XKi 



9*(tt + 2a>) = e"'9'(tt), 
e quindi 

RmU, Ckt, MMUm, PaUrm; u XX (190$). — Suunptto U 5 luglio 1905. >4 
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let 



colla stessa avvertenza circa il doppio segno. 

L'ambiguiti si toglie subito, attribuendo ad u il valore — w -f" ^ ^ 
notando che, in virtCi della (lo), <p( — w -j- i) z= vj/ (w -}- 0> talchd si ha 



irt 



Ora al punto w -|- i del piano u corrisponde, nel piano :^, il punto 

M'\7i=^R e "* / ; dunque 

K^ + 
(p(a> + i) 

e questo esige che si adotd anche qui il segno superiore, scrivendo di 
conformiti 



m 



ir« 



(i i) 9 (tt -f- 2 w) = e"* (f(u) . 

Per I'altro integrale <1^ = ^ si ha immediatamente dalle (4) e (11) 



1C» 



(12) <]^ (w -|- 2 w) = e "* <1^ (a) . 

Aggiungendo alle (10), (11) la condizione di corrispondenza fra i 
punti o, i del piano u ed N, N'(x = Oy [=^ K) del piano :(, ciod 

si ha quanto iniporta ritenere per la eflfettiva determinazione della fiin- 
zione ^M- Nella prima delle (13) ^ conveniente scrivere lim, trattan- 

dosi di un punto singolare della equazione (£"), nel quale — si nod be- 
ne — ogni integrale assume il valore zero : questo perche gli esponend 
caratteristici della (£"), relarivi al punto u = o hanno entrambi il va- 
lore Y , e quindi un generico integrale, nelle vicinanze del detto punto, 
t della forma 

«"^(|.+ |,log«) 

con ^, e fflj funzioni olomorfe. 

Delia esistenza (univoca, a meno di un comune cambiamento di 
segno) di due integrali 9 e ^ della (jE) soddisfacenti (per valori pure 
univocamente deter minad dei parametri w e fi) alle (8), (11), (12) e (13) 
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siamo assicurati dalla natura del procedimento, cio^ (badando alia sostanza) 
dal prindpio di Dirichlet, che, per aree del tipo a, non d4 ormai luogo 
a difficolti alcuna. 

S 6. 

Considerazioni qualitative sugli integrall principall della (E) 

relatlvi al puntl u =^ i, u = &>. 

La funzione pa, avendo per periodi 20) e 21, assume valori reali 
anche sulk retta F=i, cio6 per u della forma l/-}"^- Si ha in parti- 
colare, coUe solite notazioni weierstrassiane, 

pi = e^, »>0* + «) = ^.. 

Per ogni altro valore reale di 17, p (i -f- U^ rimane compresa fra 
e^ ed d , ed 6 funzione pari della variabile U di periodo 20). 

Risguardiamo, nella equazione (£"), U come variabile indipendente, 
con che essa si pu6 scrivere 

ff - 
d 

e prendiamo a considerare i due integral! principali /,((/), /,([/) rela- 
tivi al pun to 1/ = o. 

L'integrale /j([7), corrispondente alle condizioni iniziali 

/.(o) = o, /:(o) = i, 

risulteri ovviamente funzione dispari di 17; Taltro integrale/j((7), per cui 

/uo) = i, /:(o) = o, 

risulteri invece pari. 

I due integral! <f t i( sono naturalmente esprimibili come combina- 

zioni lineari di /, , /, ; talch^ si pu6 considerare :^=i R-L- come fun- 
zione lineare fratta del rapporto "^ 

Al variare di C7 da — wco ad mw, :( percorre la circonferenza C, par- 
tendo dal punto K' e ritornandovi dopo un giro completo percorso 
sempre nello stesso senso {yx). 
n rapporto 



tt = [j.,(i+tO+B]/. 
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non pud cosl assumere due volte uno stesso valore, tranne che per 
U ^=^ ±in(»i. Ora /, , f^ restano entramW finiti e non vanno contempo- 
raneamente a zero (perch^ in tal caso si annullerebbe attche 9, hientre 
si h riconosciuco nel precedente § che ci6 pu6 aver luogo appena nei 
nodi). 

Se ne conclude che, nell'intervallo db ww, /, ha Tunica radice 
V •= Oy f^ le radici i m ft>, e queste soltanto. 

Infatti, qualora f^ si annullasse per altri valori di C7, anche i ripren- 
derebbe il valore zero, ci6 che h appunto da escludere. Quanto a /^ , se 
essa non fosse zero per t7=ima>, t assumerebbe in questi pond 
valori finiti di segno opposto, e ci6 darebbe necessariamente luogo a 
valori distinti di :(. Che la stessa /, abbia queste due sole radici segue, 
come per /, , dalla univociti della corrispondenza. 

Cid posto, h facile constatare che deve sussistere la disuguaglianza 

i-e. + 5>o. 
Proviamoci infatti a supporre che sia invece 

Sarebbe a fortiori 

per tutti i valori reali di U. D'altra parte, in virti della (£), 

rxu^ = - [jKi + c^) + B\fxu\ 

e, siccome, per quanto s'4 detto or ora, e per essere /a(o)= i,yj>o 
in tutto Tintervallo iwo) (estremi esclusi)^ cosl, in questo stesso inter- 
vallo, 

/:(£/) ^0. 

La funzione f'^U) dovrebbe qumdi crescere, o almeno non decrescere, 
al variare di C7 da o ad ma>. Ma essa si annulla per C7 = o e non 6 
una costante [perch6, in tale ipotesi, si annullerebbe identicamente /,"( £7), 
ciod addirittura /j(£7), in causa della (£")]; sarebbe dunque /[( ^ ^ o> 
La funzione /^ , che t giA i per 17 = o non potrebbe allora decrescere, 
e questo h assurdo, perch^ essa deve invece scendere a zero per U=nm. 

Siamo adesso in grado di approfondire il modo di comportarsi della 
(£) lungo I'asse reale, il che t ancora preparazione necessaria per il 
seguente §, dove si tratteri del gradiente. 

Posto per maggior comodo 

v =: a — «, 
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^ + [-jKf-«) + 5]/=o, 



la (£) assiuneri I'aspetto 

d 

e, restahdb i)(v -^ w) funadone pari anche dell'argomeritb v, i suoi inte- 
gral! principali, relarivi al punto v = o, sarahno uno pari, te Tdltro di^ 
span. Designeremo 11 primo con f^ (t;), il secondo con /, (t;). 

Come poc^anzi, 7^= R^^ si potri risguardare funzione lineare 

fratta del rapporto 

fM 

Tenendo presence che al segmento 6, iw dell'asse reale nel pianb «, 
cioi al tratto di valori — a>, w dell'argomento Vy corrisponde nel piano 
:^ I'arco di cerchio NN_^y che la corrispondenza i univoca, e che/,(t/), 
fiiv) ^^ annuUano insieme soltanto nei nodi (t; = 2t<«>) *)> si riconosce, 
con considerazioni del tutto analoghe a quelle usate per /^ , /, , che : 

Nell'intervallo — a>, w (estremi esclusi) f^ (v) hbn si annulla mai, 
/, (v) una volta sola (per v = o). /, , che 6 i per v = o, resta cosi 
sempre posiriva ; f^ , che per z; = o si annulla ed ha derivata prima 
posidva [/[(p) =1], deve invece essere negativa fra — » e o, posiriva 
fra o ed 0). 

Ricordando che pu, lungo I'asse reale, non va mai al disotto di 
e,0 ^J, la precedente disuguaglianza 

implica a fortiori, per qualsiasi valore reale di v, 

J-p(a>_t;)+5>o. 

Dacchi la funzione /, (v) i sempre posidva fra — w ed w, 

/:W = -[7K"-f) + B]/.(t;) 

d invece negativa, quindi /^ dccrescente ; ma essa /^ si annulla per v = o 
e deve quindi risultare posiriva nel tratto — <«>, o; negariva nel succes- 
sivo 0, 0). 



*) Tutti g^ integrali delia (E) si annullano nd nodi. Lo abbiamo espHdtamente 
osservato alia fine dd precedente $, riferendod al punto u = o. Lo stesso natural- 
mente vale per gli altri nodi, che sono congnd a zero, rispetto al penodo iiM. 
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Una parob ancora sui due rappord 

Nell'intervallo o, a> (nei pund interni al quale si mantengooo en- 
trambi iinid), essi sono crescend. 
Infatd, essendo il wronskiano 

/.(f)/;(f)-/.(f)/:(f) 

idendcamente eguale all'unid, b derivata del primo rapporto si riduce a 

I 

quella del secondo, in causa della (JE\ a 

i.[p(a>-t>)+g] 

Tuna e I'altra quantita essenzialmente posidve. 

Fra o ed 0) sari per cons^uenza crescente ancke il prodotto 

(14) ''^''^-fxv)f:(v)- 

Per v = o, il second o membro si presenta sotto forma indetenninata, 
ma Ts resta finita e continua, ed t predsamente 

O4') u(p)=- . Y p » 

come si vede subito, tenendo presente che /j(o)=/J(o)=:i, e trattando 
la frazione ^'.^ { colla r^ola del UHApital. 

S7. 

Estensione del campo a per riflessione circolare. 
Comportamento del gradiente. 

La funzione :((u) realizza, come si ^ visto a § 3, la rappresenta- 
zione conforme del campo a (reso semplicemente conQesso col taglio 
KK') sopra il rettangolo ^(F = o, V=i; [7=iwa)) del piano u. 

Al lato ^ = I del rettangolo corrisponde la circonferenza C (con- 
corno esterno di 9). 
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Consideriamo il rettangolo ^° , simmetrico di ^, rispetto alia retta 
r = I (che ha quindi per lad le rette F=:i, F = 2, t7 = i mw). 

La funzione 7^(u) i prolungabile analidcamente entro ^° e vi resta 
uniforme, come si desume dalla 

(5) ^(" + = ^(_^J_|.,) » 

imraaginando di attribuire a — u -\- i tutti i valori compresi in ^ (con 
che quelli di i* -{- t esauriscono ^°). 

Se si nota che — t Taffissa del punto riflesso-coniugato di 7^ ri- 

spetto all'asse x e al cerchio C, si desume dalla (5) che, al variare di u 
entro ^°, [(u) varia conformemente in un campo <i°, il quale non t 
altro che Tinmiagine (thomsoniana) di a rispetto a C. 

In particolare, ai punti della retta ^ = 2 corrisponde un contorno r°, 
immagine di T, che risulta evidentemente costituito da in archi di cerchio 
tangenti ed esterni a C. Cambiando nella (5) u in — w -f- j e derivando, 
si ha 

(5') ^^(^2i-u) = -Xp. 

^' ■' du ^ ^ du 

Q6 posto, osserviamo che, per la monogeneid della relazione fra 
u e Xt sussistono le idendd 

dx^~ dx'^^ dx ~ dy +'<i* * 

e, quindi, prendendo i moduli, 

du 

dK. 
identiti gii invocata a pag. 181. 

Fin dal § I si 6 avvertito che, per Tarmoniciti di log A^ F, il massimo 
valore del gradiente cade certamente sul contorno del campo a : su T o su 
C. AUora s'^ anche aggiunto che ragioni di analogia e di simmetria in- 
dicavano i ventri di T come sedi di questi valori massimi. 

£ il momento di giustificare tali asserzioni. 

Mostriamo in primo luogo che si pu6 prescindere da C 

Giova all'uopo Testensione al campo <t° della relazione funzionale fra 
tt e :^ , offerta dalla (5). 

Essa pennette in particolare di riconoscere che il potenziale F^ 
camente definito nel campo d, 6 analiticamente prolungabile ancbe 
Timmagine a^, e prende il valore costante F = 2 sul contDniA 



= \y. 
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r^ Come in a, cosl in fs^ (e sulla linea di separ^one C)Vh una fon- 
zione armonica e regolare^ potendo fare eccezione i soli nodi di T e le 
ioro immagini rispetto a C. Nelle stesse condizioni si trova la fuozioae 
log A, V. Perci6 i valori estremi di A^ V^ relarivi all'intero campo a, o*, 
coincidono coi valori estremi, reladvi al contorno, il quale consta ddk 
due spezzate T e T^ II valore miqimo (corrispondente ad uno qualunqoe 
dei nodi di T o di T^ 6 lo zero *). 

Consideriamo d'altra parte i valori del gradiente in due punti (riflesso- 
coniugati) 2 e 2** di T e T® rispettivamente (cui corrispondono nd pkno 
u due punti 17 e li — 17, simmetrici rispetto alia retta ^ = i). 

Scrivendo per breviti A, al posto di A^ T, ponendo do6 

du 



(15) A = A.F = 



dx. 



di 



du 



ricaviamo dalla (5*) 

Siccome la {:(} di un punto generico Q di T i sempre <^ R, cod i inasr 
simi del gradiente in T prevalgono necessariamente su quelli reladvi a T^. 

Ritnane con cib dimostrato che, per tutto il campo a, a^, e qmndi a 
fortiori per il solo <y, i valori estremi del gradiente A si trovano sopra T. 

Resta da confermare che, conformemente alia presunzione intuitiva, 
i massimi cadono proprio nei ventri. 

Si nori intanto che, come la funzione potenziale V^ cosi il A^F 

rimane inalterato per rotazioni di — , talche basta studiarne il compor- 

m 

tamento sopra uno degli archi di cerchio, che cosdtuiscono il contomo 
T: NMN_^ per es. 

D'altra parte c*t pure simmetria rispetto ad ogni raggio ventrale; 

e percio in pund j2, Q di a, sinmietrici rispetto al raggio ventrale 
MM\ ^ e Aj F prendono valori idendci. 

In virtti delle (3), si ha, per la funzione associata (7, 

{7- = — I7g + cost. 



*) Ci6 risulta da proprietii generali, come giii si k awertito a 5 i. Si pu6 del resto 
veriflcarlo direttamente, ricorrendo alia (9). Essa mostra infiatti che -^ — si annulla coo 
9; e nei nodi si ha appunto ^ = o. 
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I4 costante ha il valore 2 o), come si vede facendo coincidere Q con N 
^ quindi Q con N_^ (oppure entrambi con M ). Si pu6 dunque scrivere 

la quale non 6 del resto cbe un'owia cojnbinazione delle (i'), (2'). 
Essa sta a dire, se si vuole, che a punti U — a>, F; — ([/ — a>), F 
del piano u, simmetrici rispetto alia retta 17 = o) , corrispondono, nel 
piano :^, pund Q, Q simmetrici rispetto al raggio ventrale MM\ 

Ne viene che il gradiente A, in quanto si risguardi, come h eviden- 
temente ledto, funzione delle due variabili U^ =: U — w, F, soddisfa 
alia relazione 

Siccome, per le (15) e (9), 

risulteranno in parricolare eguali — importa ritenerlo — i valori di |9*| 
corrispondend a valori reali ed opposti dell'argomento u — a>. 

G6 premesso, riprendiamo per un momento i due integrali f^(v) 
/,(v) (v = u — (i> r= [7^ -j- i F) del § antecedente. 

9, che i combinazione lineare di f^yf^y non pu6 essere propor- 
zionale ad /, , perchd /, , a diflbrenza di f , si annulla per t; = o, ciod 
in M. Sari dunque essenzialmente diverso da zero, nella espressione di 9, 
il coefficiente i di /^ > e si potri quindi porre la espressione stessa sotto 
la forma 

(16) ? = *[/.(") +ift/.W], 

con h ^ k costand. 

Per V reak e compreso fra i due valori singolari — a>, w, /^ ed /, 
sono reali. Dene h t k \t costand coniugate ad /; e Jb, avremo 

da cui, cambiando t; in — v e tenendo presente che |(p|' deve con ci6 
rimanere inalterato, risulta subito h = by i\ che i quanto dire h costante 
realc. 

Per determinare k e riconoscere iu pari tempo che fc > o, con- 

viene ricorrere alia drcostanza che, variando v da — a> ad o), :( = ij -^ 



(fig. ^, 



percorre Tarco di cerchio NMN_^. Sh A il centro del cerchio 

a = AN a suo raggio, b = OA h distanza del centro del cerchio dal- 

Torigine. 

Mmtd, Grt, Msttm. PmUnm; t. XX (190$). — Suunp«to il 5 laglio 190$. *$ 
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La considerazione del triangolo OAN, rettangolo in N, porge ov- 
viamente 

(17) a = rtg— , bz^ 



m w 

cos — 
m 



iti 



Essendo be "^ Taffissa del centre Ay 

ic» R in t b 

^ = c 

a 9 

deve risultare unimodulare per i pund dell'arco suddetto. 
Ora 

i? sr I b 

a ^ a ^ 
si pu6 porre eguale a 

designando ft,, h^ due nuove opportune costanti. 

_iri 

Per x; = o (« = («>'), . si riduce a « "* , la frazione 

^ ^ a 

R "i \ b 

— e ^ 9 



? 



.2E! 

IN 



dunque intanto k^ = i, 

Bisogna cosi che /a + ft,/, abbia lo stesso modulo di (p=/^-f"*^/i> 
e ci6 per qualunque valore di v compreso fra — &> ed o) ; se ne inferisce, 
cambiando t; in — Vy che devono essere insieme eguali i moduli di 

da cui subito 

*, = ± ih. 



ir« 



Z '~~~ be 
Non pu6 valere il segno superiore, perchi in tal caso -^ , e 

quindi i;^, risulterebbe costante; dunque 

k.= — ih 
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e rimane con ci6 provata la idendti 



7 — be "• — ae '"•^^ -^^ 

Avuto riguardo alle 

(16) 9 = Kf. + ihfd 

e 

se ne trae 

(16') ^ - -i-r- 7 = -^kr- if, - ihf,)i 

dalle (16) e (i6') si ha in partdcolare per u = w, dot v = o, 

(18) 9W = *, K") = ^(« + ^)« •". 

Tenendo con to che v = u — a> e che i due wronskiani 

^ du ^du' 

sono entrambi eguali ad i, si ha ancora dalle (16), (16') 

ossia 

(19) jfe» = i^,- . 

^ ^ 2ah 

A norma di questa eguaglianza e delle precedenti (i8), la equazione 

-^ = -1 

du 9^ 

facendovi « = a>, ti^ = id F, d4 



.2 > 



dr 



.5! 



Ora, lungo il raggio ventrale MM\ 7^ ha Targomento costante 
, talch6 ^e^ si presenta, lungo il detto raggio, come funzione di 

diz?) 

V positiva e crescente. Sard quindi ^^ , e in particolare lah^ una 
quantiti positiva. 
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Insomnia 

j!f>o 
giusta Tasserto. 

Le (15') (16) e (19) dinno 
donde 

la quale, ricordando la posizione (14) nel § precedente, 
pud ancbe essere senna 

Sotto questa forma sari facile riconoscere che jjj , la quale si annob 

per C7j = o, resta poi costantemente n^tiva fino ad t7, = a>. 

Esaminiamo perci6 come si comportano i singoli fattori fra (/, :=^ ^ 

e 17, = « : 

I . 
— T- e una costante positiva; 

/j d sempre positiva; 

fl t sempre negativa; 
quanto al binomio i -f- /?* bt, esso i intanto crescente, tale essendo ^ 
Se dunque gii 

I -f- h^^(o) ^ o, 

risulteri senz'altro tw <C 0(0 <C t^i "^ ^)- 

1 

La constatazione della disuguaglianza 

I -f- i'w(o) ^ o, 

pu6 farsi nel modo seguente. 

Anzitutto, essendo /^ (v) funzione pari, /, (v) f unzione dispari di v, 
per V puramente immaginario, cioe u della forma w + i ^, /, (v) e t/^ (v) 
riescono reali. 

La (16) ci assicura cosi che 
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^ Una funzione reale dx F, h quale per r=:o si riduce all'uniti, mentre 
^ sua derivata rispctto a F ha per valore — h. Facendo variare F da o 
^ a (con che [ precede lungo il raggio MM' traversando C, fino ad 

^'^vare sul contorno r** immagine di T), 9 non si annuUa ; -—- (che 

^ 1 per F = o) resta percid costantemente posidva, e la sua derivata 
^^^aritmica 

^he ha il valore — i per ^ = o, ci si presenta nell'intervallo (o, 2) 
<^ine fuozione reale e regolare di K 

Derivando ancora rapporto a F*, si ha 

'^x..^?" . /?'V 

ossia, per le (£) e (20), 

S*6 gii notato che x (p) = — b. hi proprieti caratteristiche di 9 e ^, 
^spresse dalle (8), (10), (11), permettoao di valutare anche x(^)- P^ 
xiiamo a tale scopo u -{- i al posto di u nella (8) e scriviamola sotto 
la forma 

K^ + ?(«* + ?(^ + OK^ + * 

Si ha, per le (10), (11), 

Y(u-\- 1) _ __ y' ( — <* + _ _ <p'(2a> — u -\'t) 
«|; (tt -f- 9( — <* + 9(2 « — ^ + ' 

e cosl, dalla precedente relazione, moldplicando per — t, segue 

9(2 w — a + i) "* 9(tt + 9(tt + 0+(^ + 
Facendovi tt= — i-}"-© e avendo riguardo alia (20) e alia x(o)= — b, 
se ne ricava 

donde, per le (18) e (19), 
Siccome, per le (17), 
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tg— sen — 



a'\' b w 



tg— -I i + sen — 

m ic fit 

cos — 
m 

cost viene in definidva 

If 
I — sen — 

XW = * 7>o. 

sen — 
m 

Quel che importa fissare d che, quando ^ varia da o a 2 la fun- 
zione x(0 P^^ ^^ valore native — fe ad un valore posirivo- -^ 
deve perci6 essere positiva, almeno in una qualche porzione dell'intervallo. 

L'equazione (21) porta a concludere che, gii per r = o, _X n^ q 

Proviamod infatti a supporre il contrario. Siccotne nell*intervallo 

• dy 
o, 2 vi sono ceno dei punti, in cui j^ i positiva, cosl, facendo cre- 

scere F da o a 2, si incontrerebbe un primo valore F^ , in cui —X. 3- q 

essendo, da o a F^, jy negativa. 

Questo 6 assurdo, perchi, dall^essere j^ n^tiva fra o e F ri- 
sulterebbe x(^o) <^ XC^) = ~ ^> ® quindi 

iTaltra parte 

(perchi la p di argomento ta -{- iF resta compresa fra e, ed ej, e ne 
\*errebbe, attesa la (ai), 

osstAi $iccome, per la (21) stessa, si ha 



f.+'-''=(jfL. 



doNTcbhe ri^^ultare ijy) nesradva, anzkh^ nulbu 



L* di$ayttglttn»» cosl coostaoiti. 



m 
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^-J 



per la (14) del 5 precedente, porge appunto 

I -|- fc*w(o) ^ O CD. D. 

G)sl finalmente rimane dimostrato che il gradiente A, funzione pari 
<^ U, , va proprio sempre decrescendo da o a ih w> ciod, riferendosi al- 
rintero contorno T, da dascun ventre fino ai nodi. 

DaD la forma del campo, non si saprebbe concepire un andamenco 
diverso, ma i anche spiegabile che la dimostrazione matematica abbia ri- 
cbiesto Tintervento di tand elemend qualitadvi, trattandosi di una pro- 
priety, che non i locale, ma dipende (come funzione di linea) dall'intero 
contorno. 



$8. 

Trasformazione della equazione (£). 
Criterio di integrazione per approssimazioni successive. 



(a 

e 



Dalla teoria delle funzioni ellitdche si ha ^) 
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.in 



cosn 



IQU 



(1) 



26) 



^^* <^onsueto significato di rj e di ^: tq semiperiodo di seconda specie. 



IR^ 



t ^ . Nel caso presente, essendo co' = i, si deve ritenere in par- 
re 






3 q z=i e ^ 

precedente espressione di pu valida in tutta la striscia compresa 
Xe due parallele all*asse reale T = i: 2- 
Ponendo 



-ncosw— = Q 

a (1) 



^•^Dstitucndo al parametro B un'analoga indeterminau y> legata a B 



Halpbsn, TfittU d€s fmctUms dliptiques. Vol I, pag. 4^6. 
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dalla rehzioiie 



(0o-.r=B-s.^. 



k cqiuzione (£) dmene 

14 sen — I 

Essendo a> essenmlmente positivo, la 9, definita dalla (22), risulta in 
ogni caso posidva e <1 i. La (23) mostra allora che, mentre u varia 
sopra Tasse reak, 

'*^ — 4-" I — J ^ I — 9 V* (^ — ?0^ 

Piu in generale, se si £i variare u entro k strisck F = o, F = i, 
varranno k disuguagHanze 



cosif — ^ - 
donde, in virtu delk (22) e (23), 



^H^'V)^ 



i+r 



'^ — 4- ^ I — ?*• ^ I — 5^ 4- ^ (i — f^)0 — ?) 

Ricenuto questo quanto al valore nnmerico di Q, inunaginiamo di 
generalizzare k equazione (£^ riguardandovi 9, non come Tesponenziale 

(22), ma come un parametro indipendente V\, Li Q si presenta allora 
come una funaone olomorfa di u e di X 

cbe si annulk per \=: o. 

Per k integrazione delk equazione generaUzzata 

(« U + {Ti)'\—l^ + - T)- + CC. »)1/ = " 

^ 14 sen — I 

e conseguente determinazione di f , ^, (■> e y in base alle (8), (11), (12) 
e (i3)» si pu6 procedere per approssimazioni successive a pardre dal 
valore ^ = o. 



RENDICONTI 



CIRCOLO .\LA.TE>LATICO 



DI PALERMO 



Rtmd. Ctr€. Utf^' P«i«rw#, t. XX (190SX P*n« a*. — StaBf«to 3 is V^^Jato i^of. 



RENDICONTI 



DEL 



iCOLO MATEMATICO 



DI PALERMO 



TOMO XX. — ANNO 1905. 



PARTE sbconda: BIBLIOTECA MATEMATICA. 



PALERMO, 

SEDE DELIA SOCIETA 

JO, m Ruggiero Settiino, 30. 
1905 



SOPRA UN PROBLEMA DI BLBTTROSTATICA CHE SI t PRESENTATO, ETC. lOI 

Occupiamoci intanto della prima approssimazione. 

Riducibilitiiy per X = o, alia equazione Ipergeometiica dl Gauss. 
Corrispondenti espressioni di <p, ^ e t^. Determinazione delle 
costantL 

Per X = o si ha idendcamente 

(2(u, X) = o, 

e la equazione (£'x)> cambiandovi ad un tempo la variabile indipendente 
u in ^ e la funzione incognita / in t, a norma delle formule 



tirii 



(24) «''=5. 

(25) f=v'ii-iyr, 

diviene 

Basta ora confrontare colla equazione ipergeometrica 

per riconoscere che siamo di fronte al caso particolare, in cui 

(26) « = |, P = Y-T. 

owero 

terremo, per fissar le idee, i valori (26). 

Ricordiamo *) che, per i — y ^^ intero, all'integrale generale della 
equazione ipergeometrica si pu6 attribuire la forma : 

c.5-^F(P + I - Y. « + I - Y. 2 - Y. + c,F(<t, P, Y. 0. 
designando col solito simbolo F(xy ^, y, ^) la serie di Gau96 

e con c^ y c^ due costanti arbitrarie. Se ne trae, per la nostra equazione 



*) Cfir. per es. ScHLEsmcER, Handbucb dcr Theoru dir limaren Differmtialgla^ 
chungen, Bd. I, pag. 255. 

Rmi. Grc. Maim. PsUrmo, t, XX (1905). — Sump*to U 6 lugUo 1905. 26 
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e, sosrituendo nella (26), ove si scriva, per niaggior simmetria, 2S al 
posto di I — Y, 

Per trar partito di questo risultato, conviene riattaccarsi alle cose 
precedent! e in particolare al § 5. 

Osserviamo anzi tutto che, in virtu della (24), quando si fissa per 
u un valore qualunque e lo si fa aumentare di 2 &>, la ^ riprende il va- 
lore iniziale. 

Se in particolare si parte da un valore «, compreso nella strisda 
F = o, F = I, e si passa al valore w -j- 2ft) senza usciredalla striscia 
e senza toccare Tasse reale, nel piano della variabile ^, si descrive attorno 
all'origine un cammino chiuso, contenuto entro la circonferenza di rag- 

gio I. Questo perchd, se F > o, la parte reale di i — t negativa, e 

quindi |Sl < ^ > ^ pane immaginaria, cio6 Targomento di 5> aumenta 
appunto di 2 7C mentre u aumenta di 2 ft). 

Ci6 posto, ricordiamo che gli integral! <p e ^ della equazione (£"), 
considerati come funzioni di w, dcbbono tra altro essere uniformi nella 
striscia F = o, F ^= 1 e verificare le equazioni funzionali (11), (12). 

Quando si risguardino funzioni di $, pel tramite delb (24), non si 
potranno piu ritenere uniformi; le (11) e (12) ne mettono al contrario 
in evidenza la polidromia. 

Fissiamo per es. la funzione 9. 

La corrispondente equazione (11), riportata al piano $, mostra che 
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la (p resta moltiplicata per e" quando si descrive un cammino chiuso, 
entro il cerchio |;| = i, girando una volta attorno aU'origine nel senso 
positivo, facendo cio(^ aumentare di 27c Targomento di $. 



in 
m 



Del pari la ^ resta moltiplicata per e 

Cerchiamo di determinare due integrali indipendenti 9 e 'j^ della e- 
quazione (G) [che c poi la (i:\), per il valore zero del parametro X] 
dotati di queste proprieti. 

Intanto, essi debbono rientrare nella precedente espressione di /, o 
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in quella (afFetta da termine logaritmico), che corrispond^rebbe all^ipotesi 
I — Y = 2 X numero intero. Questa seconda eventualiti 6 da rigettare 
scnz'altro, perch6 uno almeno dei due integrali <p, ^ conterrebbe un ter- 
mine in log$ e non potrebbe quindi subire, come ovviamente si rico- 
nosce, una sosrituzione puramente moltiplicariva, girando attorno alFo- 
rigine. 

9 e ^ vanno dunque cercate neirambito della precedente espressione 
di /, per opportuna determinazione delle costanti c, , c^ e del parametro 

2 

La (ii), notando che (i — 0* >^(t> t i ^^> ^ dl ^S, $) sono 
funzioni monodrome di $ entro il cerchio |$| = i, di luogo alia relazione 



ir> 



C.(«"^'-«'")f(T, T + 2S. X+2S, 5) 



Ki 



+ c,(e-«»' - «"')F(|, i- - 2S, I - 2S, $) = o. 

Le due serie ipergeometriche sono certo indipendenti (non potendo es- 
sere li numero intero e quindi nemmeno zero), e ci6 esige che sia 
separatamente 
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Siccome non possono annullarsi insieme c, e c^ , perch6 ne discenderebbe 
9 = 0, supporremo 

con che la prima equazione equivale a 

S -=. h / (j numero intero) : 

la seconda porge allora c^ = o , e ne risulta (ritenuto per S il valore 

cui egualmente si giunge, salvo uno scambio materiale nella notazione, 
supponendo c^ ^ o. 
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In modo pcrfeceamente analogo si trova 

^ = c,(i _5)VF(i-, i-aX. 1 - 2K 9, 

restando ancora arbitrark le due costand c^ t c^. 

Fino ad ora & rimas^ indeterminato il Dumero intero j, ma k 
cile vedere, riprendendo per un momento la variabile u, che deve 
sere / = o. Noi vogtiamo inf atd che ^ e 9 si compordiio come quel d 
inoegrali della (£), per mezzo dei quali ^ esprmie la funzione :(, a n 
ma della formula 

, = R±. 

9 

2 

Si esige in particolare che Targomento di ^ si incremend di 

(variando sempre nel medesimo senso) quando u, sopra una paralle 
all'asse reale, percorre un segmento di ampiezza 2a>. Ora, co^ a 

^ e 9, :( si presenta sotto la forma e X funzione di u, uniforme 

periodica. 

Bisogna dunque che si attribuisca ad / il vaiore zero, giusta i'asserto 
Compledamo la determinaaone delle costand, trattando 9 e ^, com* 

se fossero gli int^ali della (£). 

Avremo, designando con c il rapporto -r-^ , 



4f 





(28) 



+ = ".(■-0-5 M-T- -f-i- '-i-0' 

e il nostro c6mpito sari di calcolare, in base alle (8) e (13), le treco 
stand Cy c, ed &>, che compariscono nei secondi membri (la a> pel tra- 



ffH 



mite di 5 = ^ ** )- 
La (8) d4 



(^') 4J-+7! = 'T^^4|-+7|) = -. 
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donde in particolare 



Ma, dalle (28), badando che (i — 5) * e le F sono regolari e si ridu- 
<^no all'uniti per ^ = o^ si ha subito 



^ (29) si riduce cod a 



. ma> 



Esprimiamo adesso che sono soddisfatte le (13). 

Verri owiamente, badando cfae ^ •= e e che all'incognita a> si 



I^^^ sosdtuire q = e 



It, 



C = q 



imc— ) — r. : f = -=■ , 



quail equivalgono a 



Co') a' -L? ? - - L = JL> 

(30 ' = T'^> 

ove si intende posto 

f(— — + — , I + — l) 

(32) ^f = lim -li_l^ !!L! !1^. 

«_. p/ 1 I I I A 

Per ass^nare il valore del limite indicate nel secondo membro. 
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conviene richiamare dalla teoria della funaone ipergeometrica k identiti 

f (*, P. « + P - Y + I. I - 
= cr-fFCP -r+ I, a - Y+ 1, 2 - Y. 0+ C.F(«, p. T, I), 

in cui (designandosi al solico con T la funzione euleriana di seconda 
specie) 

r - r(« + P-Y+Or(Y-i) 
"-•- r(«)r(p) 

*~r(p-Y+i)r(«-Y+i)' 

La idendtA vale per |^| <I i e per qualunque tema di parametria, 
P, Y, purchi soltanto i — y non sia intero, a -f- p — Y + ^ °o° ^ 
zero, n& intero negativo *), condizioni queste evidencemente verificate 

dai nostri parametri a^ — , p = ,yz=i . Essi din- 

2 2 ffl fit 

no in particolare, notando che r(i) = i, 

r — \~ W r — \^/ 

\2'2 m'* / ' \2*2'm' ^ m I 

_|.C,f(-L,J---L,i--L,A. 

* * \ 2 2 w m / 

Le due funzioni 



^\2 ' 2 m' ^~ m' V 



sono integral! indipendend della equazione ipergeometrica per i detti va- 
lor! d! a, p, f. I due esponent! caratteristici, relativi al punto singolare 
5 = 1, cio6 o e Y — a — p vengono, per questi valori, a coincidere. 
Ne viene che uno almeno del due integral! 

rrl— — + — i+— i\ 



V 2 ' 2 m ' ^ m ' V 



*) SCBLBSINGER, loc. dt, pp. 48I-483. 
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cresce indefinitamence (in valore assoluto) quando ^ converge verso i. 
(Essi possono infatti risguardarsi come combinazioni linear! indipendend 
dei due integrali canonici, relativi al punto singolare ^ = i : uno rego- 
kre, e I'altro della forma |, + |alog(5 — 0> con |,, |, regolari 
e fi, non nulla, per $ = i). 

Supponiamo di conformid che sia per es. 

lim Fl — , -^ ^, I ^, n =00, 

e riprendiamo la formula precedente, immaginando di dividere da una 

pane e dall'altra per Fi — , , i , H e di far poi 

convergere $ verso i lungo Tasse reale (o piu generalmente dall'interno 
del cerchio |5| = i). 

n limite del primo membro h zero e ne risulta quindi 






lim 

£- 



^ -(i)-(-r-i) 

Alia stessa relazione (invertid soltanto i termini di ciascuna frazione) si 
arriva, appoggiandosi sull'ipotesi che cresca indefinitamente Taltro inte- 

gnilerf (—,— + — , i+ — ,$V 
La (32) assume cosi I'aspetto 

_ \m) \T ~ ~m) 

Ma conviene trasformarla ancora, ricorrendo a note propried della fuQ- 
zione T. 

Ricordiamo le formule 

r(x+i) = *r(x), 
r(x)r(* + t) = l^2-"r(2x), 



e>^ = 
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e sostituiamo nella prima i — , nella seconda — ± — , al posto di 

X, portando i valori di Tl i: — ■ , rl — :t. — If chc cod a rica- 
vano, nella espressione di ^. Si otdene 






^ = 2 



donde 

(3^) ^ = -1. log 2 + log-) H- = l^-7 TT- 

formula conveniendssima per calcolare comodamente [t, usando le tavolc 
della funzione log T*). 

Q dovremo anche servire dello sviluppo di (i per potenze di — . 

in 

Per assegnarloy pardamod dalla noca serie 



.a 



5. X 5j X^ 



logr(i + x) = -Cx + ^- Y+ •••. 

dove C rappresenta la costante di Mascheroni, e 5, , 5^ , ... le sommc 
delle inverse dei quadrad, cubi, . . . dei numeri naturali. 
Se ne trae 



r 

log - 



r 

2l0g- 

r 






e quindi in definidva 

(32") , = _l.log. + 4|;.-^ 



2*'' — I 



tn 



(5j = 1,2020 . . . , S = 1*0369 . . . , . . .). 



*) Cfr. per es. Legendrb, Exercius de Calcul intigral, Paris 181 1, 1 1, pD. 502-506. 



SOPRA UN PROBLEMA DI ELBTTROSTATICA CHE SI t PRESBNTATO, ETC a09 

Ottenuto cosl il valore numerico di |i, si ha direttamente quello 
di c daila (31), mentre resta ancora da ricavare q dalla equazione im- 
plicita (30). 

Essa ammette una ed una sola radice compresa fra zero e 

(»> ? = (-f )v. 

Per dimostrarlo, cominciamo col ricordare dalle (28) e (31) che il 
primo membro della equazione (30) altro non d che 

Ora il rapporto ^7^ , che, per 

0<?<i, 

si presenta come funzione reale, regolare di q^ va sempre crescendo 
con q^ perch^ la sua derivata, che, a norma della (29), vale 

I 

rcsta sempre positiva, come mostrano owiamente le (28), (29') e (31). 
Notiamo d'altra parte che, nel suddetto intervallo o <^q <^i, il 
rapporto delle due serie ipergeometriche 

i sempre superiore alFuniti *), mentre ha il valore i per ^ = o. 

Da questa osservazione si raccoglie che il primo membro della (30) 



*) Si tratta infatti di due serie a termini positivi, tali che il termine generale del 
ouraeratore supera il coirispondente del denorainatore : questo poi segue direttamente 
dal loro confronto, purch^ soltanto st tenga conto che, per qualsiasi numero positi- 
▼o /, sussiste la diseguaglianza 

_i_, _i_^, . J L4./ 

2 "* m "* ' ^2 m '^ 



Ktmd. Grt, MmUm. PmUrm0, u XX (i^Cf ). — Sumptto il 7 lugUo 190$. 
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^ zero per ^ == o ; varia poi sempre crescendo, ed assume per ^ = t[ 

± f 
un valore gi4 superiore a 2^"* = — ^, cio6 al secondo membro. 

// valore di q, definiio dalla (30), t dunqut minort di C La sua 

espressione esplicita pu6 essere posta sotto forma di serie procedente 

per le potenze di C, come si riconosce subito, scrivendo la (30) sotto 
la forma 






c. 



U primo membro £ con ci6 diventato una funzione regolare di 9, che 
si annulla per 9 = o ed ha la derivata eguale all'uuid, il che basta ad 
assicurare la sviluppabiliti in serie di C della radice q, Piii precisamente, 
immaginando di esplicitare le serie ipergeometriche, si ha 



donde 



(30') 



1 + 



2m 



(■-^) 



•••l = c. 



-, + ...= 



? = c 



I — 



r. 



(-i) 



+ 



2 m 



i termini omessi entro parentesi essendo d'ordine superiore al primo m 
q Q X, rispettivamente. 

Ne viene, in virtu della (33), 



w 



Tf 



Ct) 



log 9 



logC- 



c 



(30") 



{-^) 



+ 



2m 



w 



m 



log i? — log r — [X + 



C 



(-i) 



+ 
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Ritomo aUa equazione (fj. Soluzione rigorosa del problema. 

La equazione (^Ej) fe lineare, a coefficient! periodici (di periodo 2 co) 
e conriene i due parametri X e y. 

Combinando i risultati di PomcARi sulle equazioni diflFerenziali, che 
dipendono da parametri, con considerazioni note della teoria delle equa- 
zioni lineari, si arriva faciiniente a stabilire che : 

1° Esistono due integrali di (E{) f^ , /^ periodici di seconda specie 
a moltiplicatori reciproci, tali cio^ ctie si ha 

/.(« + 2a>) = eV.(»), 

con Y) indipendente da u. 

2° /, , /, e cosl >) sono sviluppabili in serie di potenze di X (con- 

vergcnti per |X| <[ e **, comunque vari u nella striscia r=o, F=i). 
Essi dipendono poi da y in modo regoiare (per qualsiasi valore finito 
di questo parametro). 

Q6 posto, 6 ben chiaro che, per soddisfare alle (ii), (12), (13), 
e (8), basta porre 

? = ^,/. > + = ^, ^fi ipi > ^ costanti) 
e determinare anzitutto y mediante la condizione 

Si avri poi dalle (13) 
nonchd 

/,(0 if -»/,(«)' 

la quale ultima serve alia determinazione di ca; si ricaverd infine anche 
il valore di y, esprimendo che il wronskiano di 9, ^ 6 eguale all'uniti. 



^ £ facile riconoscere che 1) dipende da y « ^ nottndo 

che » si pub far sparire dalla equazione (^) or 
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Si ottengono in tal modo espressioni di y, c, a> e c| sviluppabili in 
serie di potenze di X, almeno per X abbastanza piccolo. 

Ometto la dimostrazione, che non ha diretto intcresse per il nostro 
problema. In esso infatd si deve, in virtCi della (22), ritenere 

Conviene dunque fare questa sosdtuzione gii nelle precedend equazioni, 
ricavandone cosi direttamcnte i valori numerici di y, c, co e c*. Sulla 
possibility della univoca determinazione di quesd valori non occorre 
spender parola : ne d garante, come gii abbiamo avuto occasione di 
osservare a § 5, la natura della quesdone, il che h quanto dire, dal 
pun to di vista matemadco, il principio di Dirichlet. 

Soltudone approssimata, che si ottiene trascurando C% 
o addirittura X,. — Presumibile entity numerica deirerrore. 

Facciamo il confronto fra la soluzione rigorosa, testd tratteggiata, e 
quella del § 9, che corrisponde alia posizione ipotedca X = o. 

Richiamiamo dal detto § la circostanza che, per X = o, tutd gli 
elemend incogniti si presentano sviluppad in serie di potenze della co- 
stante 

Quando X 6 > o, e abbastanza piccolo, avremo piii generalmente, 
secondo le conclusioni testd accennate, sviluppi procedend per X^ e per X. 

In pardcolare q (X, C) si potri considerare come funzione di X, di- 
pendente dal parametro 21, regolare per X = o e riducentesi alia espres- 
sione (30'). 

Ma deve sussistere la relazione 

\ = q\ 

e questa, interpretata come equazione implicita in X, mostra che X i di 
secondo ordine in C* 

Se dunque si conviene di trascurare i termini in 



'- = (t) 






si potri riportarsi senz'altro alia prima approssimazione e ritenere inoltre. 
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al posto delle (30) e (30'') le espressioni s^uenti di 9 e di (d: 



7C 

tn 



» 



r 

logR — logr — |i + 



n valore numerico di C risulta in pratica assai piccolo, perch^ -^ 
ft moltx) minore di -J-, m ^ 6, e, in virtCi della espressione (32") di p., 

^^ supera di poco (da w = 1 2 in poi) e^*'** z= 1 6. Nei caso piix sfa- 

r I 

vorevole m = 6, si ha e"^^ = 18,285 . . . , e, supponendo -p- ^ — , 

-J- J e*»*< 0,005 1. 

L'errorc, cui si va incontro, trascurando C*, ft naturalmcnte di 
quest'ordine. A rigore, bisognerebbe fissarne un limite superiore nume- 
rico. Con criterio cerro meno preciso, ma pur espressivo, ci iimiteremo, 
ad osservare quanto segue : 

La nostra prima approssimazione (X = o) *) riposa, si pu6 dire, 
sopra un'unica semplificazione, quella di sopprimere nella equazione (£') 
il termine Q; tutto il resto si mandene esatto. 

A calcoli fatd si riscontra cbe |j2l ^ effetdvamente piccolo, minore 
in tutd i casi di 

per quanto s*6 visto a § 8, e quindi, per essere (S 9) ? < ^> minore, 
a piii forte ragione, di 

Ci6 giustifica a posteriori Tattendibiliti del procedimento approssi- 
madvo, risultante dal porre X = o, e conduce in pari tempo a risguar- 
dare lo stesso lQ\, od anche addirittura 2K come misura dell'errore. 



*) Considenta, si intende bene, per s^ stesst, indipendMHeaiaife dil 
del presente $. 
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Sotto questo punto di vista, si pu6 specificare ma^ormente, uso- 
fruendo la limitazione 

ICI<(T^' 

trovata per i valori reali di u. 

Corrispondendo quest! valori ai punti del contorno intemo Ty si ha 

ivi un errore non superiore a p ^ssi > cio6 a p =5^ . AGnorc 

esattezza si pu6 presumere mano mano che si precede verso il contorno 
esterno C, ma I'errore resta sempre al disotto di 2C 

Se— c questo sari appunto il caso nostro— non si aspira a rendcrc 
proprio di secondo ordine il massimo errore in T, ma ci si acconteota 
di una approssimazione uniforme in tutto il campo, risguardando num^ 

ricamente trascurabile il 2?J = 2I -j^- j e*"**, si dovranno riUnere in defi" 

nitiva U formuk del § 8, con q assimilabiU a j^ero ed 

tn 



(35) 



o> 



log i? — log r — fA 



Capacity. — Gradiente massimo. 
Diagramma della tensione Itmgo tm raggio ventrale. 

Capacity. — II cavo (almeno finch^ se ne consideri una porzione di 
lunghezza moderata) si pu6 owiamente assimilare ad un condensatore 
cilindrico, le cui armature sono rispettivamente : quella interna, di sezione 
retta T, al potenziale zero, e Taltra esterna, di sezione retta C, al po- 
tenziale i. 

La densiti superficial della carica in un punto generico di una 
delle due armature, T o C, 6 

J^dV 
4^ dn ' 

n designando la normale volta all'esterno di d. 

La carica, per uniti di lunghezza del cavo, sari cosl espressa da 

— / -J— a 1 owero — / -5 — d C, 
4wjy dn A'^Jc "^ 

secondo che si tratta deU'armatura interna o dell'esterna. 
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Data i'armonicid di V entro (t, la somtna dei due integral! £ nulla, 
e quindi le due cariche risultano eguali e di segno opposto. La posidva 
sta sull'armatura esterna (dove il potenziaie 6 maggiore) ed ha per va- 
lore (S 2) 

A'^Jc ^^ A*^ Jc ^^ 4^ 

Siccome, fra le due armature, la difFerenza di potenziaie h i, cosl 
(attribuendo per comoditi il valore uno al potere induttore specifico del 

dielettrico frapposto) lo stesso numero rappresenterd anche la ca- 
pacity *) del cavo (carica positiva per uniti di lunghezza, divisa per 
di£ferenza di potenziaie). Designandola con C, avremo dalla (35) 

^^ ^ "" 4w ~ 2 (log U — log r — (jl) 

Al limite, per m = 00, (jl converge a zero, come apparisce dalla 
(32"), e risulta 

2log — 

che coincide, colla espressione della capacity di un cavo unifilare di raggi 
U, r. Q6 6 ben naturale, perchd gli innumerevoli piccolissimi archetti, 
che costituiscono il contorno J, quando m tende all'infinito, sono come 
denti infinitesimi di una circonferenza di raggio r, e non possono perci6 
avere che influenza locale. 

Espressione del gradiente massimo. — La (15'), portandovi per 9 il 
suo valore (28), dd come espressione generica del gradiente 



dove, si intende bene, alia u^ che compare nel secondo membro pel 



R 



ICU 



tramite dell'argomento i = e ** , si deve attribuire il valore, che corri- 
sponde al punto 7^ del campo, cui il gradiente si riferisce. 
Dalle (29'), (31) e (35) si ha 

|£j; ^ jffo) ^ r^ 

R TfcR~ r (log -R — log r — |i) 



*) Cfr. Brillouin, Propagation de ViUctriciU (Paris 1904)^ n' ia4-ia7» dc 
la nozione di capadti di un cavo & predsata sotto ipotesi alquanto pib m 
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Ricordando poi la propriety della funzione ipergeonietrica, cspressa 
dalla formula *), 

F(«, p. Y, = (1 - ^^fU r - p. r, ^) > 

si vede che 

6 sosdtuibile con 

5 






Si pu6 quindi scrivere indifferentemente 



(") ^ -Kbg«-i7ogr-i -^)^Mt't+-^- ■+i'Ol' 



owero 



(37O ^-r(logi?-logr-|i)r ^ \2 ' 2 '^+m'5_i)|- 

II valore massimo G di A cade, come sappiamo, nei ventri. Si ha 
in quesd pund (a meno di un muldplo intero di ica) u = co, e quindi 

5 = e'* = — I, ; = — , e in definidva, dalla (37'), 

t — I 2 

^^^^ ^"^ r(\ogR — logr-ii.)^\T' T' ^ +"^' T/' 

formula conveniendssima per il calcolo numerico, data I'espressione (32'), 
od anche (32"), di (x. e la rapida convergenza della serie ipergeometrica, 

il cui quarto elemento 6 -j. 

Dalla (37) si sarebbe invece ricavata una espressione di G di nessun 

valore pradco, figurandovi la serie FI — , 1 ,i-| , — i|, 

che h convergente si, ma assai lentamente. 

Se si osserva che F*( — , — , i -{ , — ),e cosl — (a, sono 

y 2 2 tn 2 / 



e-^ 



funzioni sempre crescend di m, mentre -. = -. L a sua 

^ log i? — log r — (A ' 



*) SCHLBSINGER, loc dt^ pag. 265-267. 
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volta, funzionc crescente di — (a *) si rileva dalla (38) che, per dad R 
cd r, il dmento G va continuamentc crescendo col numero dei fill. Se 
poi vi si tnetce in evidenza il dmento 

I 



G. = 



1 * ' 
rlog — 



che competerebbe ad un cavo unifilare di raggi i?, r, si riconosce subito 
che, al crescere indefinito di m [avendosi |a=o, F(j , -7, i> •7)=i>i8o **)] 
rtmane 

G= 1,393-0,. 

Questo risultato merita un p6 di commento. 

Abbiamo gii osservato che, quando m aumenta, la sezione della 
corda presenta Taspetto di una circonferenza tutta contoraata da piccoli 
denti. I valori medi non possono allora difierire gran che da quelli, che 
competono ad una corona drcolare di raggi if, r, e debbono avere per 
limite quesd stessi valori quando m cresce indefinitamente. £ ci6 che 
vale ad es. per la capadti, come s'6 visto or ora. Ma non si pu6 dire 
altrettanto dd valori locali, in particolare del gradiente massimo G. 

Si pu6 anzi renders! intuidvamente ragione del fatto che G aumenta 
con m, e non tende, per m = 00, a G, , ma ad un valore superiore. 

Per questo basta appunto ammettere che debbano invece tendere a 
coinddere i valori medi. 

Infatd, per un cavo unifilare di raggi i?, r, il valore medio del 
gradiente sul contorno interno £ lo stesso' G, • Ammesso che, per un 



♦) Infatti 

c la quantitii log i? — log r — ja — i k sempre positiva per i cavi, che si adoperano 
ndllndustiia (cfr. il $ seguente, pag. 220). 

••) Senza fare il calcolo diretto, si pub riportare il valore di f(— , — , i, — ) a 

/•' dx 
quello dcU'integrale (di Stirung) / = i>3ii Si ha infatti (cfr. per 

Jo ^' — *^ 

es. Halphen, TraiU d$s fonctions elliptiques, t. I, pag. 349 e 64) : 



fU, ±, 1. 4-) = 



/ 



MmU, Cw€, MsUm, PaUnM, t. XX (i905).«SMmi«to U 7 l^/kA 
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cavo muldfilare di raggio esterao R t di raggio nodale r, si abbia sa T 
sempre il medesimo valore medio G,, i chiaro che, quaodo, caeteris 
paribus, m aunienta, deve pur aumentare G, per compensare 11 maggior 
numero di zeri (gradient! nodali), che coocorrono a formare la inedia. 
Diagramma delta tensione. Sopra il raggio ventrak MM' dh 

^ = pe ", u=io^-\-iF t quindi 5 = ^ ** = — « ^^9 con F varbbik 
fra zero ed uno. 

Ricordando la espressione (35) di a» e la posizione (53) 



si pu6 anche scrivere 



donde 



5 = -r'^=-r. 



e 



r* = Or) 



5-1 1+r* 

Ora la terza delle (28), applicando sopra e sotto la identiti testi 
ricordata 

f («, P, T, = (I - 5r ^(«. T - P, T. ^) , 

e sostituendo per c il sue valore (31)9 dd 

Per i punti della M M* (e cosl di ogni altro raggio ventrale) se ne 
ricava, prendendo i moduli. 



•) Per F" = I, J = — -— k, trascurabile nell'ambito dclla convenuta appios- 



1 + 5 

simazione, talchfc il rapporto delle due scrie ipergeometriche, che compare nclla (39). 
pu6 essere sostituilo coU'uniti. Risulta cosl p = R, per T = i come dev'essere (si in- 
tende, entro i limiti di approssinuzione, che d siamo imposti ab initio). 
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dove 5 sta in luogo di 



Questa espressione esplicita del raggio vettore in termini del poten- 
mle permette di costruire comodamente la curva 

che di appunto il diagramma deila tensione lungo un raggio ventrale. 

L*ing. Jon A *) ha fatto la verifica sperimentale della (39), misu- 
rando direttamente alcuni valori del potenziale in un modello di cavo, 
corrispondente ai valori 

m = 6, R = 18'"'", r = 3'"'". 

L'accordo fra la curva sperimentale e la teorica fu perfetto. 

Non sard forse fuor di luogo Tosservare che, mentre questi esperi- 
menti servono di utile controUo alia ricerca matematica, non avrebbero 
per6 potuto sostituirsi ad essa per la valutazione del cimento massimo, 
che predsamente importava. 

Infatti il cimento lungo un raggio ventrale 6 caratterizzato da -j- , 

cioi dall'inclinazione sull'asse p della curva p = p (^). Ora, pur imma- 
ginando tracciata sperimentalmente con esattezza la curva, rimane sem- 
pre troppo incerto Tandamento delle sue tangenti (specie in una estre- 
mitd) perch^ sia possibile ricavarne qualche conseguenza quantitativa. 

S 13- 

Cavi di massima sicurezza. 
Cavi cordati e cavi unifilari di egual sezione. 

II massimo gradiente G definito dalla (38) misura (§ i) il massimo 
dmento spedfico (unitario), cui, per un dato cavo, cioc per dati m, if, 
r, si trova esposta la rigiditi dielettrica del materiale isolante. 

Se si suppongono dati soltanto m ed i?, si pu6 — come Ting. Jona 
per il cavo a filo unico — cercare in qual modo va preso r affinch^ G 
risuld minimo e quindi massima la sicurezza. 



*) Cfr. le pag. 41-43 della dtzt^ sua ComunicazioDe al Congrcsio ^1 ^ ^ 
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Si vede subito che la condizione di minimo £ 



log__^ = I, 

ossia 

r I 

R —?^' 

Al crescere indefinito di m, si ritrova, come t naturale (si ricordi la os- 
servazione fatta a proposico della capaciti), il rapporto dell'ing. Jona 

r I 

Nelle condizioni di massima sicurezza G ha il valore 



- R^ \2 ' 2 ' ^^ m' 2 )' 



Per un cavo unifilare, che abbia la stessa sezione totaU, ciod lo stesso 
J{, si ha analogamente 



_ I _ g 



\ \ 2 ' 2 ' m * 2 / 



r U ' 

da cui 

Questo rapportOy essenziaimente maggiore dell'uniti, misura, si pu6 
dire, Taumento di pericolo, che presenta un cavo cordato di massima 
sicurezza, di fronte all'analogo, unifilare. 

Non d il caso di passare ai numeri, perchi, nella pradca, attese le 
inevitabili impurid del dielettrico, convieoe dargli uno spessore piuttosto 
considerevole, maggiore certo di quello, che corrisponderebbe alia mas- 
sima sicurezza. 

£ quindi opportuno che noi riprendiamo la formula (38) per fare 
piuttosto il raflfironto fra un generico cavo cordato ed uno unifilare, 
avente la stessa sezione totale (lo stesso i?) e la stessa sezione interna 
utile, cioi la stessa resistenza ohmica. 

Chiamiamo r' il raggio di quest'unico filo. La sezione wr'* dovri 
essere eguale alia somma delle sezioni dei fili cosdtuenti la corda. 

Per m = 6, 12, 18, . . . , il numero totale n dei fill 6 rispettiva- 
mente 7, 19, 37, . . . , ci6 che si pu6 compendiare nella formula (em- 
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pirica, non sussistendo per m ^ 6 una configurazione di cerchi tutd 
tangend, analoga a quella della figura i) 



, mCm + 6) 

' 12 



n raggio a di un singolo filo i legato al raggio nodale r dalla prima 
deile (17) 

a = rtg—. 
m 

\jaL sezione conduttrice della corda h duaque, in funzione di r e di m, 
Ponendo 

(39) '=«^L'+-Hi7^J' 

risulta 

(40) r*=.rf. 

Si ha d'altra parte che il dmento G* pel cavo circolare di raggi K^ r' h 

I 



G' = 






Mettiamo adesso in evidenza nella (38) il fattore G\ r' al posto 
di r, e i logaritmi a base lo, in luogo dei naturali. Avremo 

(41) G=G\>*. — 



log.oTT — J^iv- — 



dove M = 0,434 ... designa al solito il modulo dei logaritmi volgari, 
e si £ posto per breviti 

Per illustrare la (41), giova premettere alcune considenudoni suUe 
funzioni di m, che vi compariscono. 
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S 14- 
Comportamento nmnerico di(t,(A — cevin fimztone di m. 

La (32'') mostra anzi tutto cbe la fum^ione \l decresu cosiankmtnU 

e va a xero al crescere indefinito di m. 

1 12 

La fuTK^ione t i pure sempre decrescenU t converge verso log-;- 

2 V 

al crescere indefinito di m. Per constatarlo, immaginiamo di sostituire 
nella (39) x al posto di — e di prendere i logaritmi dd due membri. 
Potremo scrivere 

I ' X.SL W X 

Finchft X h compreso fra zero e — , la funzione log — cresce con 

x: in questo intervallo infatd la derivata prima 

% I 21QX — seniwx 

x%%xcos^iQX X xsen27Px 

si mantiene positiva. 

n secondo addendo d poi evidentemente crescente per turd i valori 

posidvi di x. Essendo x = — , ne risulta che e va decrescendo al ere- 

m 

scere di m, da m = 2 in avanti. Quando poi m cresce indefinitamente, 
dob X tende a zero, la precedence espressione di e si riduce a 

log w — -^ log 12 = — ^ logij , 

giusta I'asserto. 

Sari opportuno prendere in esame anche la derivata della e 

dt 2w I ^ "f" 7 



_ J 

dx senawx x ' x'4-— x^- — 

In questo intento cominciamo coU'osservare che, per y positivo c 
inferiore a un certo limite, diciamo <[ 2, per fissare le idee, sussistono 
le disuguaglianze 

y — stny^ \y^ sen y^ 

y — smyZ,jy\ 
come si verifica senza alcuna difficoltd, usufruendo lo sviluppo di seny. 
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Se ne ricava, ponendo anche 2'nx al posto di y, 

2TC 1.2. 

w X, 



sen2wx X — 3 * 

2« 1.2. 2WX 

zi — W X. 



sea 2 w X X — 3 ' sen 2 w x ' 

che si possono ritenere valide per ogni x ^j- (ossia m ^ 6), in quanto 
allora y = 2wx resta certo < 2. 
Essendo identicamente 

^ + 7 r — 6x^ 



^^ + 7^ + 11 '^ ''''^"^^^ + 7^ + 11 

= 3(1 _ 2X) + 72X5 _ 7^^ , , , \ , , 

* +7^ + 11 
stanno, per ogni x ^ o, le due disuguaglianze 

^ + 7 

'. 7 ^ 3(1 — 2X), 

Sommandole ordinatamente colle precedend, se ne trae, per 



*^7» 



rx^3 + {j-^-6)x^S, 



dt , r 2 a 2TCX r\ , , 

ax — ^ ' L 3 sen 2 tp x J * ' 
In quesc'ultima diseguaglianza la funzione, che compare al secondo 
membro, cresce con x (per ^ <C 7) • 

Limitandosi in particolare all'intervallo o, ^(t« X 18), si potri ri- 
tenere 

Tx ^ 3.^52, 

essendo appunto 3,052 il valore assunto dal secondo membro per x = ^. 

Si pu6 adesso mostrare che la differenza \l — c, o, ci6 che 6 lo 
stesso^ M{}L — e) va crescendo con m. 
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All'aopo ricaviaiDO dalb (52") 



<4log.oa + -^p^(Ay, 

che^ per ffi ^ lOy di 

Jlf^<4log„a + ^.^= 1,264.. 
Ma a ha insieme 

onde risulu 



M 



(^ — ^)<i,^4 ••• —3^ = — 0,012 ... 



e rimane accertato che, da m = 12 in avanti, la funzioae MQl — c) 
va crescendo. H calcolo diretto mostra poi che non h eccezione nem- 
meno il primo valore di m, pradcamente possibile, essendo, perm=() 

MQl — e) = 0,028 . . . < 0,034 . . . , 

il quale ultimo £ il valore corrispondente ad m = 12 (cfr. la tabella 1 
pagina seguente). 

Giova indicare anche un limite inferiore per la di£Ferenza -r^ — -p • 

^ ax dx 

Dalla precedente espressione di -p si ha owtamente, per ogni x positivo, 

J7>4log2 = 2,772 



• • . • 



Abbiamo poi visto che, per x ^ -g- , -j- non supera il valore 3,051 
Si pu6 cosl aSennare che (da m = 18 in avand) 

7^0^ — 0^ — 0,28. 

Occupiamoci da uldmo della funzione v. 

Ritenuto sempre x = — come variabile indipendente, abbiamo dalla 
(42), derivando logaritmicamente. 
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(42') 



I £(v 

V dx 






^ ^ "^ 1.(1 +X) ^ + I.2.(l-f X)(2 + X)V"^) "I J 



— 2 






consta di termini tutti posidvi decrescend al crescere di x. 



La somma dei primi tre termini, per x = ^, si trova essere 0,552 ... . 
Si pu6 quindi ritenere, per m ^ 18, 

dF. 
-2^> 0,352. 

D'altra parte il massimo valore numerico di F si ha per x = o, 
ed 6 (cfr. pag. 217) 

^(t. 7. I, t) = M8o. 
Sussiste perdd la disuguaglianza 

2 dF ^ o,sS2 ^ 

che, associata alia precedente 

7^(1^-0^ — 0,28, 

permette di concludere che il secondo membro della (42') h certo posi- 
tive a partire <ia m = 18. 

II coefficiente v va dunque costantemenU crescendo con m. L'afFerma- 
zione sta anche tenendo conto dei valori finora esclusi m = 6 ed m = 1 2, 
come si rileva dalla s^uente tabella: 

Valori di 



m 


M(,*-e) 


•-{t- 


1 j^ I 

2 ' ^"f" m' 


t) 


F' 


6 


0,028 




1,321 




1,238 


12 


0,034 




1.354 




1,251 


18 


0,037 




1,366 




1.255 


30 


0,039 




1.376 




1,258 


00 


0,042 




1.393 




1,263 



Rmd. Ore, Uttm. FaUrmo, t. XX (190$). — Suunpato 1*8 lugiio 190$. 



a? 
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S15. 

CondtisioiiL 

Premettkmo una osservazione sui cavi unifilari. Dalla espre&aooe 
dd massimo cimento. 



G' = 






risulta subito che, nell'ambito deile applkazioni industriali, per cui si ha 

setnpre log-7- > i, G' diminuisce quando si aumenta la sezione di uno 

o di entrambi i conduttori. 
Si ha in&td 

dG'__^,,r' 
TR- ^ R ' 

dG 



^ = -C"(log*-.). 



d 

che risultano I'una e I'altra <:^ o. 
Analogamente pd cavi cordad. 
Scriviatno iafatd ia (41) sono la forma 

G = 



'[log-p--(l*-0] 



e formiamo le derivate 



4^ - _ -ll r' 
dR~ v* ' 



^ = -^G'[logA_(^_,)_,]. 



dG 

d 



La prima i sempre negativa; la seconda lo ^ del pari se 

log— — (f* — > I > 
dot, a norma della (40), se 

log— — f* > I • 
Ora questa diseguaglianza esprime semplicemente che io spessore del die- 
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lettrico £ maggiore di quello, che corrisponde alia massima sicurezza; con- 
dizione sempre verificata in pradca (§ 13). Si pu6 dunque concludere che, 
per cavi cordati di uno stesso numero di fili (net limiii delle dimensioni 
industridli), il citnento diminuisce quando si aununiano It seT^ioni dei con- 
duttori: sia che si aUontani la guaina esierna si ingrandisca la cor da, 
prendendo piil grossi i fili elementari, che la costituiscono. 

Resta da esaminare come varia G al variare deirargomento m. 

Dacchfi tanto v, quanto [x — e (§ 14) sono quantitA positive, che 
crescono col numero dei fili, la 

log 
(41) G=G\^, ^ 



'10 ^t 



mostra che, a pariti di st^one (totale eduHky dot per dati R ed r') il 
citnento va sempre aumentando col numero dei fili. 

L'ing. JoNA ha cercato di verificare, almeno qualitarivamente anche 
la (41), cimentando fino alia rotcura piu serie di cavi cordati cogli stessi 
Ry r* e diverso m. Egli ha riconosciuto che, fino ad un certo numero 
di fili, la tensione di rottura accenna efTettivamente ad abbassarsi quan- 
do m aumenta, conformemente alle previsioni matematiche; per6, se m 
h molto grande, si torna a trovare una rigiditi dielettrica di poco infe- 
riore a quella di un unico filo circolare. 

Ci si rende facilmente ragione di questo fenomeno, rifiettendo al 
gii accennato (§ 12) comportamento del gradiente lungo il contorno della 
corda : 

Coll'aumentare di m, ventri e nodi si appropinquano; ma d'altra parte 
le particelle materiali del dielettrico circostante non sono punti geometrici. 
Ne viene che, da un certo m in poi, quelle prossime alia corda si trove- 
ranno in realti sottoposte ad un cimento medio fra il ventrale e il no- 
dale. Ecco perchd si tende a ricondursi al G* dei cavi unifilari. 

Comunque h lecito avere piena fiducia nella (41), perchd questo caso 
limite, se pur viene praticamente raggiunto^ pu6 soltanto importare una 
diminuzione di pericolo, su quella prevista. dalla formula. 

Q6 posto, osserviamo che i due coefficienti dipendenti da m, che 
compariscono nella (41), v ed M,(^ — e) variano ben poco: il primo, 
da 1,238 per m=6 a 1,263 per m=oo; il secondo, da 0,028 per w=6, 
a 0,042 per m = 00 (cfr. la tabella a pag. 225). 

Agendo in favore della sicurezza (e senza troppo larghcggiare) pos- 
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siamo attribuire a quesd coeffidend i vaiori massimL Avremo cosl come 
definiUva formula pratica per la valutas^ume dd massimo cimcnio in un 
cava cardato a un numcro qualunque di fiU 

(41') G= 1,263 G' — 



R 

logic y — o>o4^ 

n rapporto -^ misura raumento di cimento, cui di luogo un con- 

duttore cordato in confronto di un filo rotondo della stessa sezione. 
Nel caso piil £avorevole, supponendo grandissimo io spessore del 

dielettrico | — ^ =z 00 e quindi -^ = i | , si ha gii 

log — — 0*042 

-jq = 19263. La formula piil esatta (41), attribuendo anche ad m 3 

valore piil favorevole 6, darebbe il valore poco diverso -^ = 1,238. 

Pradcamente si ha insomma, pur nella migliore ipotesi, una perditsi di 
tensione del 25 % circa. 

Appare perci6 consigliabile, quando si tratti di cavi per tensioni molto 
elevate, di rendere rotonda la corda conduttrice, coprendola con un tubo 
di piombo. 

L'ing. JoNA lo aveva intuito, e la casa Pirelu gii soleva prendere 
questa precauzione. Sarebbe stato per altro desiderabile, e anche vantag- 
gioso dal punto di vista economico, di poterue fare a meno, senza dovere 
in pari tempo ridurre la tensione. 

La presente ricerca ha mostrato che ci6 non 6 possibile, giustificando 
cosi con criterio sciendfico e permettendo in pari tempo di apprezzare 
in cifre la convenienza della piombatura. 

Padovay 27 aprile 1905. 

TuLLio Lbvi-Civita. 
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AD n DIMENSIONI, SITUATE IN POSIZIONE DI SCHLAFLI. 

Memoria di Luigi Berzolari, in Pavia. 



AdnnAnia del a8 maggio 1905. 



DiremOy per breviti, cbe n -f- i rette dello spazio 5, ad n dimen- 
sioni sono in posixione di Schlafu, quando ogni 5^^, il quale ne in- 
contri n^ incontra pure la rimanente ; e cosl diremo aver posi:i^ione di 
Schlafu n -\- i spazi S^, dotati della proprieti correlariva. La ragione 
della scelta di tali denominazioni sta in dd^ che lo SchlIfli — esten- 
dendo i noti teoremi, che due triangoli reciproci rispetto ad una conica 
sono omologici, e due tetraedri reciproci rispetto ad una quadrica sono 
iperboloidici — ha dimostrato *) ottenersi appunto «-j-i rette, ed «-j-i 
spazi 5^,, situati nell'anzidetta posizione, quando si uniscano i vertici 
omologhi, e quando risp. si trovino le intersezioni delle facce omologhe, 
di due piramidi (di n -f- i vertici) fra loro reciproche rispetto ad una 
quadrica dell'S^. 

II procedimento (analitico) dello Schlafli non £ semplice; in questo 
lavoro mostro come il teorema si deduca immediatamente dalla forma 
che prendono le equazioni di n -j- 1 rette (o di ;/ -j- 1 spazi S^_,) aventi 
la proprieti su riferita, allorch^ tali rette passino ordinatamente per i 
verdd (o tali 5^, giacciano sulle facce) della piramide fondamentak **). 
Basandomi poi su queste medesime equazioni, completo il teorema con 



*) Erweiterung dis Sat^es, dass j(wei polan DreiecJU pirsputivisch liegtn^ auf dns 
Miebigi Zahl von Dimensionen [Journal fOr die reine und angewandte Mathematik, 
LXV (i866), pp. 189-197]. 

•^ Per II = 3, cfr. O. Hermes, Uebir homologi Tetraeder [Ibid., LVI (1859), 
pp. 21^2461, 
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altri, di cui quakuno non d forse noto neanche per lo spazio ordinano; 
ed mfine cstendo ag& ipcrspaz! alcuni teoremi dello Schur sulk coppie 
di tetraedri pid volte iperboloidicL Si vedri come quest'iiltiiiio argomeoio 
offira sostanziali di£Rsrenze, secondo che si suppone n = a, 3, oppare 
n> 3. 

I. Dad in 5, n -j- I spazi lineari SJ^,, . . . , S^^^ di « — 2 di- 
mensioni, e presi griperpiani coordinati in guisa che dascuno passi per 
uno di tali spad, questi si potranno rappresentare ordinatamente conk 
coppie di equaaoni: 

dove, com'd ledto, supporremo 

^•..*. = ^«..,i per * = I, a, . . . , «. 
Affinchi gli spazi precedent! siano in posizione di SchlIfu, i churo 
esser necessario e sufliciente che, projettando SJ^, » • • • > Sj^a ^ ^ 
punto qualunque y di _S^^^\ si ottengano n iperpiani passanti per una 
stessa retta. Siano y^, ... y y^^ o le coordinate di y^ talchd si avri 

e i detd iperpiani projettanti avranno risp. le equazioni: 

n 

(3) ] 



tial 



tial 



Supposte k J', , J',, . . . , )', tutte nulle airinfiiori di due, y^eiy.y 
gli fi corrispondenti iperpiani hanno in comune una retta allora, ed al- 
tera soltanto, che le due equazioni 

coincidano, il che esige che si abbia 

a a y A* a a v==o. 

rs t,n-^iJ s I tr r,n-¥\Jf 9 

ossia, per la (2), 

^rs^^if (r, X = 1, 2, . . . , II + I). 
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Queste condizioni, cosl dimostrate necessarie, sono anche sufficient! 
perch^ gli S^, rappresentati dalle (i) abbiano posizione di Schlafu : 
inverOy quando esse siano soddisfatte e si cenga conto della (2), la som- 
ma dei primi membri delle (3) risulta idendcamente nulla. 

Ragionando per dualitd, si conclude similmente che affinchd n -\- i 
rette, passand ordinatamente per i verdci della piramide fondamentale, 
e rappresentate dalle equazioni 

^t *3 ^n-t-i 

(a) Id u u ^ 

Kf/ \ '•a I ^2 J **i,n-*-i 

I . — — — »i-— « _ • • A • • ^^^ 

•-♦-1,1 in-i,a •'in-1,11 

siano in posizione di SchljLpu, occorre e basta che sia 

^f, = ^5r (r, J = I, 2, . . . , « + I). 

2. — Date due piramidi F ^ F^F^ ... F^^, , P^P^P^ ... P^^, , 
si assuma la prima come fondamentale (cosl che F- abbia tutte le coor- 
dinate nulle, all*infuori della x.), e siano a.^ , a.^, . . . , a^^^_^^ le coor- 
dinate del vertice P- della seconda ; sicchd, detto A^. il complemento al- 
gebrico di a., nel determinante \aJy saranno 



1; • i;i 

o 



ibti *5±i »ttj 

Z^..*i = o> Z^«*< = o, . . . , 2.^.*M*. = 



ti^I UB>1 



IM-I 



le equazioni delle facce di P risp. opposte ai verdci P, , P^ , . . . , P^ 
Riferite poi le due piramidi fra loro in guisa che siano omologhi F^ e 
p., le equazioni delle rette congiungend i verdci omologhi saranno le 
(4) del n° prec. Q6 posto, se queste rette sono in posizione di Schlafu, 
il determinante \aJ i sinmietrico (n° i), sicch^ £ pur tale il determinante 
\A.j\, epper6 (n° i) sono pure in posizione di Schlafu gli S^^ inter- 
sezioni delle facce omologhe di F e P; e viceversa. Inoltre le due pira- 
midi sono polari reciproche rispetto alia quadrica Q avente per equazione 
tangenziale 

Inversamente, i chiaro che quest'ultima proprieti trae seco, conic 
conseguenze, le prime due. Possiamo dunque enunciare il teorenia sc- 
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guente, di cui una parte — quella che si riferisce all'ipotesi a) — cosd* 
tuisce propriamente 11 teorema dlmostrato dallo ScmJlFU: 

Se per due piramidi di S^, riferiie tra laro, ba luogo una qualutupu 
delle ire proprieii: 

a) It due piramidi sono polari redproche rispeUo ad una quadrica; 

b) le rette congiungenti i vertici omologbi sono in posi:^ionc di Schlafu; 

c) gli 5^2 comuni alle facu omohghe sono in posis^ione di Schlafu, 
allora hanno luogo anche le altre due. 

Due piramidi situate nelle condizionl di questo teorema, quindi ^^ 
ciproche rispetto ad una quadrica Q, si diranno di Schlafu. Esse hanno 
altresl la propriety che, se di ogni spigolo delVuna si ccrcano i punti d'in- 
contro con le due facu delValtra che passano per l'S^_^ reciproco, rispdto 
a Qj alio spigolo siesso, si oitengono in tutto «(« -|- i) punti, i qualiap- 
partengono ad una medesima quadrica *). Se la piramide, di cui si con- 
siderano gli spigoli, t per es. la F (che si assume come fondamentale), 
la quadrica d quella rappresentata dairequa2done 

^.x + ^«*: + • • • + (^., + ^1^)*.*. + • • • = 0. 

Si ha di pid: 

Fissati ad arbitrio una retta ed un S^_, fra loro reciproci rispetto ah 
quadrica Q^ e tali cbe la retta incontri tutte le interse^ioni delle facet omo- 
loght delle date piramidi (jjnde VS^_^ reciproco scchcri tutte le congiunget^i 
dei vertici omologbi), risulta individuata in S^ una collitiea^ione assiak,di 
cui la retta e i'5,_, sono gli spa^i fondamentali, dot risp. il luogo d^ 
punti uniti t Vinviluppo degl'iperpiani uniti, t nella quale ai punti f,, 
^a» • • • > f-hi corrispondono risp. i punti P^, P^, . . . , P^^^ **). 



•) Per il piano risulta il noto teorema (equivalente airinverso del teorema (t 
Pascal), che in due triangoli omologici le intcrsczioui delle coppie di lati non corri- 
spondenti appartengono ad una linca di 2° ordine. 

**) Si osservi la proprieti: Date comunqtu in S^ due piramidi riferiie fra loro, 
ad ogni retta che tagli tutte U inter se:^ioni delle facce omologhe risulta coordinate un 5^, 
cbe si appoggia a lutle le congiungenti i vertici omologhi, e inversamente: una retta d 
un 5^_2 A^ ^^^^ coordinati essendo tali che esiste una collineai^ione assiaU, che trasforma 
le due date piramidi Vuna nelValtra, e di cui la retta e VS^_^ sono gli spa^i fonda- 
mentali risp. di punti e d'iperpiani. Essa pu6 dimostrarsi sia analiticamente, sia con 
metodo puramente geometrico estendendo il ragionamento fatto per « = 3 dallo Schur 
nella Nota Ueber besondere Lagen itueier Tetraeder [l/Lsith. Ann., XIX (1882), pp. 429-432]. 
Nel primo modo si assuraa co:ne piramide fondamentale F una delle due date, e si 
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Invero le condizioni per<:h6 ^'^h^i ^^^^o dalle equazioni 
si appoggj alle rette F,P,, F^P^, ... , F,^,P,^, sono: 



(5) 






tBBl 



e la retta reciproca dell'S^^ rispetto a Q 6 la congiungente i pund di 

coordinate 2!^»«*i> •••> Z^-^^^^i ^ Z^mV.> ..., Z^-^m^.- L^ ^^l" 
lineaaone assiale di cui si tratta h pertanto quella rappresentata dalle 

formole : 



(6) 









m-i> 



nelle quali, grazie alle (5), h lecito mutare le u nelle v. 



dicano a,-,, a,-,, ..., a,-^.^, le coordinate del vertice P^ dell'altra. Partendo allora, 
come nel testo, da un S^_^ che tagli le rette F; P^ , le formole della collineazione sono 
le stesse (6) del testo, dove per6 nei numerator! dei second! membri si scamUno fra 
loro i due indid delle a,^ (il cui determinante A ora non ^ piti simmetrico) ; e la retta 
hiogo dd punti uniti h quella in cui s'intersecano gli » -}~ ' iperpiani 

Questi ultimi, in conformitii ad un noto teorema sulle omografie, sono griperpiani di 
prospettiva delle coppie di stelle prospettive d'iperpiani aventi per centri gli 5^__, in 
cui il dato 5,_, vien tagliato dalle coppie di facce omologhe delle date piramidi. Che 
cs» passino per una retta, segue del resto anche da ci6, che raoltiplicando i primi 
membri delle loro equazioni risp. per ^a,itt,, ..., ^a,^, ^tti , oppure risp. per 
^a,jV; , . . . , ^a«H-i,» Vi , e sommando, le due somme, avuto riguardo alle (3), ri- 
sultano identicamente nuUe. 

Rsmd. Grt, MsUm, FmUrmo, t. XX (1905). — Sumpato 1*8 luglio 1^5. jo 
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3. II teorema di Schlafli non cessa di sussistcre qualora la consi- 
derata polariti sia degenere ; in altri termini : 

Se in S^ si ha una piramidt F, e in uno spa:^io subordinato 5^ (^con 

I ^ jk ^ w) t data utia quadrica Q* a k — i dimensioniy le rette che 
uniscono i veriici di F coi poli, rispetto a Q\ delle facet opposte, sono in 
posi^ione di Schlafli. 

Infatti, presa F come fondamentale, siano 

(7) Z ^^i Xi = O, Z '*ai ^i — Oy . . . , Z ^n^Ki ^i = o 

■ • • 

le equazioni del dato S^; e Q sia Tintersezione di questo con la qua- 
drica Q avente Tequazione tangenziale 

II polo d'una faccia qualunque x^ = di f rispetto 2l Q h Tinterseaone 
dell'Sj con TS^^ individuato dai poli degHperpiani (7) e deiriperpiano 
x^ = o rispetto a Q. Ora le coordinate del punto corrente in tale S^^^ 
sono espresse, al variare dei parametri \y \^ . . . , \_^ , dalle formole : 

i i 

Quindi, se uno di questi punti giace neirS^ , fra le X devono aver 
luogo le relazioni: 

i 

dove si 6 posto 



Vi 



Pertanto le coordinate y^,, >,,, ... , y,,^^, del polo della faccia x^ 
rispetto a Q' sono : 

c ^ c u ... 7 c u u - 



= 



(8) 



>r. = 



ri II 



?., 



I »,« — k 



(i = I, 2, . . . , fl + I), 

e la lore simmetria rispetto ad r, s prova (n° i) il teorema. 
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4. II teorema di Schlafli, anche esteso nel modo or ora yeduto, 
P^6 completarsi come segue. Mantenendo tutte le notazioni del n° prec, 
^ consideri la piramide f costituita dai verrici di F situati ad es. nella 
*^cda x^_^j = o ; e ad essa e alio spazio Sj_, , intersezione di x^^, = o 
Col dato Sj, si applichi il teorema del n° prec, assumendo entro l'Sj_, 
la quadrica Q" second© cui Q' i tagliata da x^^, = o. Le « rette, che 
Uniscono i vertici di F' coi poli, rispetto a Q'\ delle facce opposte, sa- 
ranno in posizione di Schlafu, cio6 saranno tali che ogni S^_^ (giacente 
in x^_^, = o), il quale ne incontri n — i , incontrerd pure la rimanente. 
Ora dico che projetiando uno qualunque di questi S^_^ dal polo di x^^=o 
rispetto a Q\ si ottient uno degli S^_^ che^ secondo il teorema del rf prec, 
incotUrano tutte le congiungenti dei vertici di F coi poli delle facce opposte 
rispetto a Q\ 

II polo Z^y rispetto a Q'\ d'una faccia qualsiasi 

Xr = O, X^^, =0 (r = I, 2, . . . , n) 

di F' 6 Tintersezione deir5j_, con r5^_^_^j individuato dai poli degl'iper- 
piani (7) e degriperpiani x^ = o, x^^^ = o rispetto a (J. Le coordinate 
del punto corrente in questo S^_j^, son date, al variare di X', X", 
^, > • • • > ^«-k I d^® espressioni 

i i 

• ••••4 • • ••• 

i i 

Per il puDto Z, le "k sono quindi legate dalle relaaoni : 

i i 

t t 

^' Z <^n «._»,( + ^" Z C,^,.i «._»,.- + \ 9n-k., + • • • + \-k %-k,n-k = O, 
> i 

in conseguenza delle quali le coordinate :(^, , :^^, , . . . , :(^ „^, del punto 
stesso risultano : 



^s = 



C C 7 C U • . . • 7 C 'U 1. . 

i i 

t t 

i i 

(i = I, 2, . . . , II 4- I). 
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Se poi sono 



Xax, = 0, X^,x, = 



le equazioni d'un 5,_^ di x,^, = o appoggiato alle rette che uniscooo i 
detti pund Z, , Z, , . . . , Z, coi vertici oppose] di P, avranno luogo 
le relazioni : 

(9) Z(«.P.-P.O^H = o. .... Z(«.^-^«X* = o- 

Ora si consideri il polo di x,^, = o rispetto z Q' : ]e sue coordi- 
nate y,^,„ >.^, , )'.+,,.*. sono date daUe (8) per r = « + i; e 

1'5^2 che da questo punto projetta il precedente 5 i rappresenato 
dalle equazioni 

(10) J J_ ' 

V t » 

mentre, com'i facile verificare, tra le y e le :( hanno luogo le idendti 
compendiate nella formola: 

?ii 9.. • • • 9i,i^ 

?a. ?ii • • • 9a,i 






= ^, 



T«— 4,1 In — k, 

In forza di queste ultime, le (9) diventano : 



in — k,u^h 



X(«.fi,-P.«.) 



Jii yi,in-i 

y«-+-i,i y«i-»-i,ii-»-i 



= 0, 



Z(«.P<-P.«.) 



= 0, 



yni jn,n-^\ 

Jn-^i,i /•-t-i,«-t-i 

le quali esprimono appunto la condizione perch^ I'-^^-i rappresentato 
dalle (10) si appoggi a tutte le congiungenti i vertici di f coi poli dellc 
facce opposte rispetto a Q *). 



•) La propriety qui diraostrata ^ valida, come s'ft detto, anche per il teorema di 
SchlAfu quale si k dato al n° 2. Ad es. nello spazio ordinario si ha cosl che, dali una 
quadrica Q e un tetraedro F, non soUanto (com*^ noto) le rette che uniscono i vertid 
di F coi poli delle facce opposte rispetto a Q sono generatrici d*una stessa schiera di un 
iperholoide ; ma inoltre le quattro generatrici delValtra schiera passanti per i poli stcssi 
sono le rette che projettano i centri di omologia dei triangoli costituenti le facce di F e 
dei loro rispettivi triangoli reciproci rispetto a Q posti nelle faue medesime. 
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5. Volendo applicare le equazioni del n^ i ad n -}- i rette che non 
contengano i vertici della piramide fondamentale, converri eseguir prima 
una trasformazione di coordinate. A questo modo si pu6 dimostrare per 
es. il teorema seguente : 

Date in S, due piramidi F e P rif trite tra loro, e data in uno spaxio 
subardinato S^ (con i ^ * ^ «) una quadrica Q! a h — i dimensioni, 
se le rette che congiungono i vertici di F coi poli deUe facce omologhe di 
P rispetio a Q sono in posiT^ione di SchiAfli^ sono pure in tal posi:(ione 
k rette che uniscono i vertici di P coi poli delle facce omologhe di F ri- 
spetto a Q *). 

Presa F come fondamentale, e rappresentata con 

la r^ faccia di P, omologa ad x^ ^ o, si mantengano per VS^ e per la 
Q' le notazioni del if 3. Ragionando come in quel n°, si trova che, posto 

Y ^= ji c -\~ A c A^ • • • "A^ A c 

(r, X = I, 2, . . . , II + I), 

le coordinate n^, , n^^, . . . , ifi^,,^, del polo della faccia r~ di P rispetto 



Come caso particolare metrico dei teoremi del n^ 3 e 4, noter6 questo : le altei^e 
i'una piramide F di 5« son tali che ogni S^^^ , il quale ne incontri n, incontra pure la 
rimanente; di questa proprietA godono, fra gli altri, tutli gli 5,^, che passano per gli 
S^_. appoggiati alle alt^:(e delle piramidi costituenti le facce di F e sono nel tempo 
stesso risp. perpendicolari a queste facce. Per » = 3 il teorema ^ dimostrato geometri- 
camente in H. SchrOter, Tbeorie der Oberfldchen ^weiter Ordnung, etc., Leipzig (1880)^ 
pp. 95 e 204. 

*) St kz=: n, se do^ la considerata polaritA non h degenere, il teorema h un 
semplice corollario di quelio di SchlAfu. Infatti, chiamando F' e P' le piramidi polari 
di F e P, ad ogni S^^_^ secante le congiungenti i vertid omologhi di F e P' la pola- 
ritii fa corrispondere una retta appoggiata alle intersezioni delle facce omologhe di F' 
e P, onde (p? 2) queste sono di SchlAfli. — Per lo spazdo ordinaiio e nel caso d*una 
poiaiiti rispetto ad una quadrica o ad una conica (n = 3, ik = 3, 2), il teorema k 
state dimostrato geometricamente da P. Muth, Zur byperboloidischen Lage von Tetrad 
dcrpaaren [Zdtschrift fur Math, und Phys., XXXVIII (1893), pag. 314]; Projective 
Farm eims metrisehen Sat^es [Ibid., XXXIX (1894), pag. 116]. 

Caso particolare metrico notevole 6 questo, che, date in 5. due piramidi di n-t- i 
vartid riferiia tra loro, se le perpendicolari condoite dai vertici della prima sulle facce 
emologbe deUa seconda sono in posi^ione di SchlAfu, hanno tale posixione ancbe le per' 
pendicolari condotte dai vertici della seconda sulle facce omologhe della prima. Per iis=3, 
cfir. J. N1UBBE6, Mimoire sur le tltraldre [M6m. cour. de TAcad. r. de Belgique, 
X. XXXVn (i884)L n« ao. 
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2 Q SOD date da: 

, _ ; Zt««.. ?.. • • • ?.. 



i 



(i = I, a, . . . , « + i> 
Ma 

ZTr.«« = ^r. Z^..«W + ^r, Z^,.«« 4" 1" ^--l Z'^.^M^K 

■ • t I 

(*= I, 2, .... « — *); 

perd6, sostituendo odia formola precedente^ e introducendo le coordi- 
nate y^^ dd polo di X, = o rispeno a ff, qualj son date daUe (8), si 
ottiene: 

Se ora prendiamo P come nuova piramide fondamentale, e poDiamo 
un accento a designate le nuove coordinate d'un punto, le formole di 
trasfonnazione sono : 

(J= I, 2, .... «+ 'X 

Per cons^uenza il pojo di x^ = o rispetto a j2'> ^^ia il punto le cui 
primitive coordinate sono y^^^ y^i^ ••• > yr,,^iy ^a per nuova coordi- 
nata 5"* 

clod r,^^ : il che dimostra il teorema. 

6. La via fin qui seguita pu6 servire altresl per la soluzione dd 
problema di ass^nare tutti i casi in cui due piramidi di w -}~ ^ vertici 
in S^ sono di Schlafli in piu modi Jiversi : problema di cui si sono occu- 
pati, per lo spazio ordinario *), lo Schur con metodo puramente geome- 
trico e facendone notevoli applicazioni ad alcune classi di superficie del 
4° ordine, indi analiticamente M. Munk e J. Valyi **). D problema si 



*) Qui, e nel seguito, tralasdo di considerare il caso del piano, dove si tratterebbe 
di triangoli pid volte omologid, perch^ sono nodssimi i relativi risultati, contenuti in 
numerosi lavori (di Rosanes, Schroeter, Hess, . . .). 

••) F. Schur, Ueber eine besonderc Classe von Fldchen vierter Ordnung [MadL 
Ann., XX (1882), pp. 254-296J; M. Munk, Ueber die moglicben FalU nubrfacb byper- 
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presenta per6 molto complesso *\ e richiede che si sappiano prima 
determinare tutti i modi nei quali due piramidi di 5^ possono essere 
iscritte e circoscritte Tuna all'altra **): questione anch'essa che non 
sembra scevra da difficold. Comunque, io qui mi limito a cercar Testen- 
sione dei principali teoremi dello Schur^ non senza rilevar fin d'ora come 
la natura del risultato a cui perverrd nei n* 7 e seg. non lasci molta 
speranza che il pros^uire piii oltre nella ricerca con n > 3 debba con- 
durre a propried di notevole interesse ***). 

Mantenute le notazioni del n° 2, suppongasi il determinante sim- 
metrico \aJ tale che, tenendo fisse le sue prime k orizzontali (dove pu6 
essere jfe = 0, i, . , . , n — 2) e facendo una permutazione circolare 
sulle rimanentiy si possano poi moltiplicare le orizzontali per numeri 
Pi> Pi> • • • > Pin-i> ^^^ diversi da zero e siffatti che il nuovo determi- 
nante risulti ancora simmetrico. Fra le a e le p avranno luogo le re- 
lazioni: 

vr rs vt r$ 

(r = I, 2, ...,*— I ; c = r + I, r 4- 2, . . . , *) ; 

Pf rs Pi r,*-f-i 

(rr= I, 2, ... , *; J=:*+ I, * + 2, ... , «); 

/.."X / ?r^r-¥-i,s Pj ^r,*-»-i 

(r = *+i,*+2, ...,n--i; s = r + i, r + 2, .. . , n); 

(r=l, 2, ..., *); 

\r n-hi,r-hi Pm-i ^k-»-i,f 

\ (r = *+ I, *+2, ..., ff), 

delle quali le prime mostrano che quando a^, non 6 nullo, si ha p^ = p, 
(per r = I, 2, . . . , fe — i ; 5 = r -f i, r -f 2, . . . , jfe). 



holoiiischer Lagen lyjtiw Tetraeder [Inaug.-Diss., Marburg 1893]; J. VAlyi, Ueber das 
rdufniiche Analogon des DESARGUEs'jc&^it Sat:^es [Math, und Naturw. Berichte a us Un- 
gsurn, XIII (1896), pag. 166]. 

*) Del resto anche per lo spazio ordinario rargomento k tutt'altro che esaurito. 

••) Per « = 3 cfr. P. Muth, Veher Tetraeder paare [Zeitschrift fur Math, und 
Phys., XXXVII (1892), pag. 116]. 

***) Q6 h quanto'awiene appunto in un caso particdare, quando dok si cercano 
n^ iperspazl 1 casi di pluriomoiog^ di doe pirtodd^ ''' '^nta Sulla omolo- 

gia di due piramidi in un iperspaiio [Rend, d^ "^^ vo- 

lume XUI, (1904), pag. 44^]. 
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G6 posco, nel determinante la^yl si tengano fisse ancora le prime 
k orizzontali, e suUe rimanend si es^uisca un'altra permutazioiie drco- 
lare. Se nel determinante cosl ottenuto si moltiplicano k orizzontali or- 
dinatamente per 

Pi > Pa > • • • > Pfc > Pfc-».i Pk-Ki » Pfc-»-a Pfc-^-j > • • • > P« P«-ki > P«-»-i Pi-ki > 

le (ii), tenuto conto della precedente osservazione, provano chc il 
nuovo determinante i pure simmetrico. Pertanto : 

Se due piramidi di 5, sono di Schlafli in due modi deducibili I'uno 
dalValtro tenendo fissi nell'una alcuni del vertici, in numero di k 
(= o, I, . . . , w — 2\ ed eseguendo sui rimantnti una permuta^ione dr- 
colart, esse rimangono di SchlXfli ancht se si tengono fissi quei nudesim 
vertici e si eseguisu sugli altri una qualunque delle restanti permutaiioni 
circolariy dot in tutto in n — ^ -f- i ff^odi divcrsi. 

Segue dalle stesse (ii) che ciascuna delle due date piramidi F e P 
t trasformata in st daUa collitiea^ione definita dalle equai^ni 

iv • r •••••ir»ir •if ••••• v' • *" 

= -fi : 3l : . . . : i^ ; fta : ^*-n : . . . : -2=i : -ft 
Pi ' Pa " * Pk * P-hi ' Pk^i " " P— I * P« 

Predsamente, in tale coUineazione ai vertici 

corrispondono rispettivamente i vertici 

ed ai vertici 

P P P P P P P 

rispettivamente i vertici 

P P P P P P P ' 

inoltre sono uniti per essa tutti i punti di ciascuna delle reue F^F^^ 
F P F P 

<* a-* a> • • • > -* *•* fc • 

Le seconde delle (ii) dicono altresl che se 6 zero una delle fl,k^,, 
^r,k-Ha> • • • > ^r.«-»-i (potendo essere r = i, 2, . . . , i), sono zero anche 
tutte le altre. Se quindi si fa I'ipotesi che uno dei vertici P^^,, 
Pu^2> . . . , Pn^. "on giaccia nell'S^^^ dei punti F^^,, F^^^, . . . , F,,,, 
sicch(^ in questo non giaceri neanche nessuno degli altri (o, d6 che e 
lo stesso, se si suppone che nessuno dei vertici P, , P^ , . . . , P^ sua 
nell'Sj__j dei vertici F, , F, , . . . , FJ, le precedenti a saranno tutte di- 



SUI SISTBMI DI If -f- I RBTTE DBLLO SPAZIO AD If DIMENSIONI, ETC. 341 

verse da zero» In tal case, moltiplicando era loro membro a membro 
le penultime delle (ii) e quelle era le seconde delle stesse (ii) che 
provengono da un medesimo valore dell'mdice r (= i, 2, . . . , Ji), si 
ottengono le relazioni: 

(13) pr*^' = pr'"*"' = • • • = pr*"^' = h^t?k^^ • • • p.-^! • 

Con queste si trova che la collineazjom (12), nel caso attuale, t ci- 
clka, d'ordine n — i -f~ i- ^^ adunque t vero sempre quando siasi 
preso t = o, ed 6 vero a patto che i vertici F, e P, siano distinti^ quando 
aa i := I. 

Qualunque sia k — ma supposta soddisfatta la precedente condizio- 
ne — si pu6 ancora osservare che, in forza delle (13), le equazioni 

Pf ^h^i — Pk-hx *k-ha = O > 
Pf^k^a — Pl+a^*-h, = 0> 

?r^n —?n *-^. = <> > 
9r ^ii-4-i "^ P11-+-1 *t-f-i ^^ ^ 

per ogni valore di r (= i, 2, . . . » Jk) si riducono a sole n — k indi- 
pendenti, sicch^ definiscono un 5| , il quale d unito e passa per i punti 
(uniti) F, , f J , . . . , Fj e P^ . Se ad es. 6 p, = p^ , i due corrispon* 
dend 5^ coinddono in uno solo avenie tutti i suoi punti uniti : 6 ci6 
che awiene quando a^^ non sia nuUo. 

7. Supponiamo che siano contemporaneamente verificate le ipotesi 
relative a i = o ed a i = 1 . Se, come ammetteremo, i vertici F, e 
P, sono distintiy si t veduto nel numero precedente che ciascuna delle 
^ia> ^ij> ••' > ^1,11+1 ^ diversa da zero; segue quindi dalle (11) che 
sari diversa da zero anche ognuna delle altre a..y all'infuori eventual^ 
mente delle 

le quali potranno essere o tutte nuUe, o tutte non nuUe. 

Eliminando opportunamente le p dalle (11) relative a Jk =1 o, si 
otdene : 

It 2% »— i,»-«-i a,»— I i,»-+-i »» > 

It a,t-»-i "^j— i,»-f-a a,»— I i,»-»-a '*»,»-+-i > 

05) ! 

u 'd d' ^= did A* m 

It ^an *•»— i,«-#-i »,i-i *** '^^•^ ■•• 

d 'd d' =^ n 

^it'*a,iM-i '••—1,1 ••* 

('«»J. 4.... 

<■<! Cirt. iUum. Fshrm*, u XX (iyof).-*Sii 
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e operando in modo analogo sulle (ii) relative a i = i, si trova: 



(16) 



II i,»-#-j i-4-?,i-»-a i,i-f-i i,»-«-a »,»-4-3 > 



It 12 t-*-i,n-*-i i,»-+-i i,«-»-x ta 



(i = 2, 3, .,., If). 

Le (15) e (16) esprimoQO le condizioni necessarie e suflSdentL 3 
cui devono soddisfare le fl. perched le due date piramidi si trovino nfeX/^ 
posizione voluta. 

Ne deduciamo anzitutto die insienu con It ipotesi gid faiic, rdaHve 
ak=:oek=^i, non pub vtrificarsi qudla relativa ad un altro qua/- 
siasi valore di k (do^ ilr = 2, 3, . . . , n — 2). Ammessa infatti quesia 
possibiliti, le (ii)> applicate al detto valore di k, dinno : 

Pa a« Pii a,«-»-i > 

dalle quali, ove si noti che da a^^y^o s^ue p, = p^, si deduce: 

epper6 

Siamo dunque nel caso in cui tutte le (14) son diverse da zero. 
Ponendo i zm w -j- i neirulrima delle (15) ed i = w neirulrima delle 
(16), si ha : 



a a a = a u a 

m i,ii-+-i a,ii-»-i II an ii-+-i,in-i > 

a a a = a* a , 

la in in-i,»-«-i i,ii-+-i an > 



le quali, moltiplicate membro a membro tra loro e con b (17), dinao: 

(18) ^ia^i« = ^ii^a«- 

Ma, prendendo i = 3 nelle (ij) ed 1 = 2 nelle (16), e molripfr 
cando tra loro membro a membro le prime n — 2 coppie di formolc 
cosl ottenute, risulta : 

(19) ^ = ^==...=^. 

a a a 

^aa a 3 '•an 

Da queste e dalle (17), (18) segue Tassurdo che P, c P, OJin- 
cidono. 

8. Per ci6 che si 6 veduto nel n° 6, nel caso che t 
derando si Tuna che I'altra delle piramidi f c P d C 
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da due collineazioDi ciclicbe, di cui la prima, di ordine n -\- i, fa cor- 
rispondere ad 



ed a 



ed i vertici 



.., F,, F,^,, F,, 
■•,P. 



F,» P„ f,. ■■ 
rispetdvamente i vertici 

P„ P,, P,> ■ 

P,. P,, P,. •■ 
rispettivameDte i vertici 

P„,. P., P„ . 
e la seconda, d'ordine n, fa corrispondei 
meote i vertici 

F„ F,. F^, ..., F,, F,^,, F, 

^.. P.*,. P,» •••. P.-.. P.-, P,- 
Per avere i diversi modi in cui F e P sono di ScHiJiFLl, basta 
partire dalle posizioni 

P.P,' P.P., •■•> PnP.y P.*,P,*ti 
F,P,> F,P^, ..., F^P,^„ F,^,P,i 



P.-.. P,i 
agli stessi vertici rispettiva- 



P, Pn^, ' P.P,. ■•■> P. P,-x > P,+, P, 
— che si deducono ciascuua dalla precedeute, e la prima dall'ultinia, con 
le permutazioni ctrcolari di P,, P,, ..., P^^^(^k ^ o) — e dalla po- 
staone 

F,P„ F,P^, F^P^, ..., F,_,P,, F^P,^,, F^^,P^, 
cbe si ottiene dalla prima delle precedent! tenendo fisso P, e permu- 
tando circolarmente P,, P , . . . , P.+X*^ = ')• Applicando allora npe- 
tutamente a tali posizioni la seconda delle due precedent! coUineazioDi 
ciclicbe, si conclude cbe le due date piramidi sono di SchlXfli in n' modi 
differenti (che per brevitd omettiamo di scrivere per disteso), dei quali, 
in corrispondeni_a all'ordinamente F^F, ... F,^, da vertici di F, n comin- 
ciano con P^, ed n — i cominciano con P, , con P^ , . . . , con P^^, . 

Ma, mentre tutto d6 sussiste per qualsiasi valore di n, quando sia 
* ^ 5 ^ verifica ancora ua'altra drcostanza. Moltiplicando infatd tra 
loro in mode conveniente quelle tra le (15) e (16) che non contengono 
le qoaniitd (14), si ricavauo, per n > 3, le relaaoni *) : 



) Poich* la prima scric delle (aw), eoincidcnte con le (19), t stats ^i ricavat:i 
7 ndopenndo aoche Ic (w — ty oa Ic [cladoni cbe sou >!ate dalle (i;) e 
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(20) 



/ *»- 


^13 




I ^^"""^"^^ •^^■» 






«« 


^ai 




ai ^aa 


^ai 




a a 

l« 3» 


a 




\ ^3« ^3a 


^33 


— ^^"^ • • • 



4« 



43 



'III 






^.-^ 



VW 



'VW 



«-»-i,3 



>3 



'«-Ki,4 



14 



t4-U»H 



•»,•« 



Queste significano ordinatamente che gli spigoli 

^1^2* "%'^i* '^^"^y • * • 9 "n •* n-i-i > -'^■-i-i "i 

di P tagliano rispettivamente gli spigoli 

di F. Con le stesse formole, e con le (ij) e (iO> ^^ riconosce di pii 
che le due piramidi sono oinologiche» col centro di omologia nel punto 
di coordinate (per es.) 

••la > la aa> '*ij^aa> •••> ^i,fi-i-i '•ai > 

ed essendo omologhi ai verdd 

-**!> ^2$ ^^y •••> **«> ^t 



IIH-I 



rispettivamente i vertici 

P P P P P 

Insomma : 5^ le piramidi F e P, i cui vertici F, e P, sano distini, 
si irovano in ial condiziom da verijicare simultaneafnenie le ipoiesi relaiivi 
a k =:z o ed a k = ly per n '^ ^ non soUanto esse hanno posiTJont ii 
ScHLAFLi negli «* modi sopra indicatiy ma sono aliresi neussariamenie 
omologiche. 

Si ottiene una rappresentazione molto semplice per la piramide f 



(i6) rispettivamente per i = 5 c per 1 = 2, e queste contengono due delle (14X dot 
^2,n-*-i ^ ^}fi> ^^^ ^ ioTse superfiuo notarc che d6 non contraddice punto a quanto 
ora si dice nel testo. Ai n° 7 intanto Tuso di quelle due relazioni era legittimo, giafl- 
ch^ le (14) si dimostrarono allora diverse da zero. Ma aile stesse (19) — e similmente 
a tutte le (20) — si pu6 giungere in ogni caso, come si afferma nel testo, evittndo 
le (14), poichfe basta moltiplicare tra loro soltanto le prime n — 3 coppie deOe fbt- 
mole (15), (16) dianzi accennate, e inoltre tra loro anche le penultime relaziofii die 
si haxmo dalle (15), (16) rispettivamente per t = 4 e per t :;= 3. 
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(essendo, come sempre, F la piramide fondamentale), assumendo, com'6 
lecito, il punto uniti sulk retta F.P.. Le a,„ a,,, ... , a.^,^. hanno 
in tal caso uno stesso valore (non nullo), che possiamo porre uguale 
airuniti; mentre, in cons^uenza delle (15) e (i6)> ^^^e le a.- con 
i > I, ; > I e i -f~ y 7^ ^ "h 3 ^^t^^o pure uno stesso valore (non 
nuUo), che diremo a, e si ha inolcre : 

II centro d'omologia ha per coordinate 

I 

~T" > ^f ^f • • • > ^f 

e I'iperpiano d'omologia i rappresentato dall'equazione 

il che fornisce la proprieti : 

II centro e Viptrpiano delTomologia, in cui si carrispondono le due 
date piramidi, sono polo e iperpiano polare rispeUo a ciascuna delle pira* 
midi stesse. 

9. Gid si ^ notato che le conclusioni del numero precedente non 
reggono interamente per lo spazio ordinario (ti = 3); t per6 chiaro 
che trattando direttamente questo caso si ritroverebbero anche col nostro 
metodo, ciofe prendendo come punto di partenza le formole (11), (15) 
e (16), tutti i risultati dello Schur. Per brevitd, mi limiter6 a dimo- 
strare la proprieti fondamentale, che se gli spigoli di F non tagliano 
qiielli di P, i due tetraedri (iperboloidici in nove modi diver si) sono di 
M6BIUS, dot iscritti e circoscritii Vuno alValtro. 

Anzitutto si riconosce che in tale ipotesi le (14), che qui si ridu- 
cono ad a„, a^^y a^^, sono nulle. Infatti le (15) e (16) che conten- 
gono queste quantity sono *) : 

a a a — a a a =o. 

ij aj 24 i4'*aa J3 > 

a a a — a a a =o. 

^aa j4 II la ij 24 > 

a^ a — a a a =:o, 

ij a4 ia'*i4'*)3 ^> 

e il determinante dei ioro coeffidenti, equivalendo ad 

a a a a (a u — a a ^* 

IJ i4^aa 34\ la^aj ij*^aay> 



^ Basterebbe anche Uroitarsi a considerare la prima e la tena diqueste equaaooi. 
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non fe nullo (rannullarsi dell'ultimo fattore iniporterebbe rincontrarsi (t 
gli spigoli F,f^ e P,PJ. 

In secondo luogo le (i6) dinno ancora: 



(ai) 



13 14 aa ia**j4> 

a a a z=z a* a i 

la 13^44 i4^aj> 



e moltiplicando tra loro membro a membro le 

Pi ^aj = P, ^.4 » 

ra 13 ri aa > 

P3 44 P4 «3 * 

P4 ^la Pa ^34 > 

che si deducono dalle (11) per k = o, si otdene: 

\^^J 14 aa'*34 ia'*a3^44 ^* 

Sosdtuendo in questa i valor i di a^y a^ ricavad dalle (21), e noundo 
che h tf,a^3^ — ^14 ^a3 ^ ^ (altrimenti si taglierebbero gli spigoli F^f^ 
c P^Py)f si conclude: 

U d -k d u = o. 

ia^34 I 14 a3 

Infine, sostituendo in questa le espressioni di a^^a^^, ^14% dedotie 
dalle (21), si ha: 

a* a -4- a* a = o, 
12 44 I 14 22 ^> 

la quale e la precedente provano I'asserto, in quanto che il determinante 

delle coordinate di P, , P^, P^, P, pu6 scriversi sotto la forma: 






'»., 




«.J 


''h 


-''m 





— 


^..'^34 


".."44 


''u 


— ".) 


--^.3 







-v 


-«.4 


".♦".a 


— 







"„ 



e risulta quindi emisimmetrico *). 



*) La rappresentazione si seraplifica sccgliendo il punto uniti, per es., sulla rctta 
F, P, , poichi come coordinate di P, , P^ , Pj , P^ si possono allora assumcre (0, 

If i» 0» (^ ^» — ^» <^)> (i» — ^» ^> ^)» (^ ^» ^» "■ ^)- ^^ ^^» o anche in gcncrak 
dalle (21) e (22), segue iinniediataniente la costruzione data dalle Schur (1* ^ 
pag. 275-276) per due tetraedri nove volte iperboloidici ; ecc 
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10. Se n > 3, supposte le (14) tutte nulle, le formole ridotte date 
in fine del n^ 8 moscrano che non sussiste un teorema analogo al pre- 
cedente, che cio^ le due piramidi F q P non possono essere iscritte e 
circoscritte Tuna alFalcra. Si pu6 fadlmente dimostrare questa proprieti 
anche con la rappresentazione generale. Considerando il determinante 
delle coordinate dei vertici di P presi neU'ordine 

P P P P P 

tutto si riduce a provare assurda Tesistenza di numeri y, , y, , . . . , y^^, 
non nulli e tali che moltiplicando per essi ordinatamente le orizzontali 
di quel determinante, si ottenga un determinante emisinmietrico. Ora 
se tali numeri esistessero, ricaveremmo, fra le altre, le relazioni: 

Ta ^•-^-ijw-f-i ~l Tm-i aa ^ > 

Ti 1,11-f-i ~l T«-«-i xa ^ > 

Yi^ia +Ya^,,«^, =0» 



epper6 : 



^ n-¥-i,n-*-i "^aa 

a o a 

1,11-4-1 la 

a a o 



= 0, 



ossia 

(2^^ a^ a -U a* a = o. 

Ma Tultima delle (16), per i = n, diventa: 

(2a\ add — d^ fl{=o: 

e dalle (17) abbiamo (soltanto per w}> 3): 



a a 

*^aa ._ a« 

a ~ a ' 

la !• 



dalla quale, chiamando X il valor comune dei due rapporti: 

^aa = ^^ia> ^ai. =^^.«- 

Sostituendo in (23) e (24), verrebbe: 

a a 4- Xfl* =0. 

a a — Xfl* =0% 

e queste sono in contraddizione tra loro. 

Pavia, 20 tnaggio 1905. 

L. Berzolari. 



TEOREMI SUIXE PIRAMIDI DI n + i VERTICI 
DELLO SPAZIO AD n DIMENSIONI. 

Nota di Luigi Brusotti, in Pavia. 



AduaAnia deU'ii giu^o 190$. 



n Sig. GuRADZE nella sua dissertazione dedicata alio studio dei si- 
stemi lineari di forme fondamer>tali projetdve (secondo Reye), con una 
rappresentazione analitica per mezzo di forme bilineari binario-temarie, 
binario-quaternarie, ternario-quaternarie, viene incideatalmente a stalnlire 
alcuni notevoli teoremi sui triangoli nel piano e sui tetraedri nello spazk) 
ordinario *). 

I teoremi sulle piramidi di n -f- i vertici nello spazio ad n dimcn- 
sioni che sono la naturale estensione di quelli dad dal Guradze vengODO 
dimostrati nella presente Nota con metodo geometrico, ricorrendo spe- 
cialmente al concetto di inviluppo di seconda classe apolare (conjugaio) 
ad una quadrica. CoUo stesso metodo 6 dimostrato in modo sempliceil 
teorema di Schlafli sulle coppie di piramidi di « -f" ^ vertici pola^i-r^ 
ciproche rispetto ad una quadrica dello spazio ad n dimensioni **). 



•) Guradze, Die REYE'schs GeometrU der MannigfaltigkeiUn projutivtr Grund' 
gebUde behandcU mitUls einer hesonderitn Art bilinearer Formen [Iiiaug^ral-Dissemtion, 
Breslau, 1900]. 

••) SchlAfli, Erweiterun^ des Sat\es, doss jw^ polare Dreiecke perspectiviscb 
liegen, auf tine hellebige Zahl von Dinunsionen [Journal fur die reine und angewandte 
Mathematik, LXV (1866), pp. 189-197]. 

D Prof. Berzolari in un lavoro recentissimo : Sui sistemi di « -f- i retU idlo 
spazio ad n dimensioni, situate in posijiione di SchlAfli [quesli Rendiconti, t XX 
(1905), pp. 229-247] dimostra insieme col teorema di SchlAfli anche 11 suo invetso, 
mediante un semplice procedimento analidco. 
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I. Premetto il ceorema: 

Se, in uno spaxio (Uncart) ad n dimensioni, un fascio di iperpiani 
projettanie gli n -\- i vcrtici di una piramide t projettivo ad una punieg- 
giata se^ont collt facet rispettivamenU opposky esiste una, ed in generate 
una sola, quadrica rispetto alia quale b conjugata la piramide e sono spa^ii 
polari-reciproci Vasse del fascio ed il sosiegno della punteggiata. 

Siano A^A^ ... A^^^ i vertici della piramide, a. la faccia opposta 
ad -4^ , Y uno spazio Imeare ad « — 2 dimensioni, g una retta, e si 
supponga : 

(i) Y(^,^a ••• ^«^,)A ?(«i«a ••• ««^i)- 

Airiperpiano generico ma assegnato (x. del fascio corrisponda nella projet- 
tiviti (i) il punto M di g. Esiste allora una quadrica Qy ed in generale 
una sola, rispetto alia quale la data piramide h conjugata ed il punto M 
h polo di (A. Se g' 6 la retta pokre di y rispetto a j2> si ha: 

(2) Y (^, ^, . . . ^,^,) A g' (a, a, . . . a^^J 
ed ancbe in (2) a \l corrisponde M; onde si deduce: 

(3) ?(«.«,••• ««.,) A g' («i «a • • • «n^,) y 

essendo Af un punto unito di (3). Segue che, se gy g' sono rette di- 
sdnte, le punteggiate (3) sono prospettive e nel centro di prospettiva 
concorrono gli iperpiani a^ a^ ... a^^^ , contro Tipotesi che essi siano le 
facce di una piramide propriamente detta. La g' coincide quindi con g 
e la quadrica Q soddisfa alle condizioni dell'enunciato. Reciprocamente, 
se una quadrica soddisfa a tali condizioni, rispetto ad essa ^ conjugata 
k jnramide ed ^ Af polo di [x, onde la quadrica coincide con Q. II teorema 
6 cosl dimostrato *). 



^) Una semplice ditnostrazione analitica dello stesso teorema ^ la seguente. Si 

assuma la piramide come fondamentale supponendo che Ai sia il punto di coordinate 

(projettivey omogenee) tutte nuUe all'infuori della x^ . Nella projettiviti posta fra la 
punteggiata (g) ed il fasdo (f) ai punti di coordinate: 

7x7% • • • Jn-^i > 
\i Xt • • • ^W-f-I J 
^i + ^1 » ^a "T la • • • J'n-hi + Xn-^i 

corrispondano lispettivamente gli iperpiani di coordinate: 



Vi Va • • • v^-hi ; 



V, + W. , Va + W'a • • • V^-Ki + W,^, ; 

al punto di coordinate ;>, + X^, (r = i, 2, ... « + i) corrisponderii allora ripcrpiano 

Rmi, Ckc MsUm. PmUnu, t, XX (1905). — Sumpato U la logUo 1905. !« 
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2. Un fascio di iperpiani si diri in irtvoluxione con una punteggiata 
di sostegno gy se la punteggiata sezione del fascio con ^ e in involu- 
zione colla data. In particolare se g si appoggia all'asse y del fascio in 
un punto P ed e quindi con y in un iperpiano it, il fascio sari iu in- 
voluzione colla punteggiata quando e projettivo a questa in modo che 
a Tz corrisponda P. Un fascio d'iperpiani projettivo ad una punteggiaa 
si diri pure in involuzione con questa quando ii sostegno della punteg- 
giata giace nell'asse del fascio. Go posto dal teorema che precede si 
deduce il corollario: 

Se, in una spa:^ ad n difnensioni, un fascio d'iperpiani projatanii 
gli n -{- I vtriici di una piramidt t projettivo ad una punteggiata se{ioni 
colle facce rispettivamente opposie, il fascio e la punteggiata sono in irm- 
luxiont •). 

3. Vengo ora ad enunciare il teorema la cui dimostrazione e il 
principale oggetto di questa Nota **). 

Datey in uno spa:^io ad n dimensioni, due piramidi di n -f- 1 vertid, 
per ogni spa:^ y ad n — 2 dimensioni esiste una ed in generale una sola 
retta g secante le facce delle due piramidi in una punteggiata projettiva d 
fascio projettante da y i vertici rispettivamente opposti. II fascio e la pun- 
teggiata sono in involu:^ione. 



di coordinate v^ -j-Xw^^r = i, 2, ... w -f- i). Ma in particolare al punto ^*- , pd 
quale 6 ^^ -j- X^^. =: o, onde X =: =-i- , corrisponde Tiperpiano '>(Ai pel quale t 



quaic ^ Ji -f- 


A ^j- U, UIIUC 




Vi +Xt^. = 


0, onde X — 


— - . Ne segue: 


od aDche: 




Vi Wi 

yi "■ li ^' 


indicando con 


p^ il valore coraune ai due rapporti. 


Rispetto 


alia quadrica: 


2. p« *? = ^' 



(i =1, 2, ... « 4" 



e ad essa sola, 6 conjugata la piramide c sono ad un tempo spazii polari-redprod ^e^- 
•) Per « = 2 si ha in sostanza il noto teorema suirinvoluzione dcterminata dalle 

coppie di lati opposti di un quadrangolo sopra una retta. 
••) Per » = 2, 3 vedi Guradze loc. cit., pp. 39-47. 
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Siano infatti: 

(-^) ^ -^i -^a • • • -^-+1 
(5) = 5, 5, ... 5^^, 

le due piramidi, a^ la faccia opposta ad A^ in (^A)y ^. la faccia opposta 
a B,. in (B), y uno spazio ad « — 2 dimensioni. 

II sistema lineare 00"""* delle quadriche passanti per y e per i ver- 
tici di (-/^) ed il sistema lineare oo"~* delle quadriche passanti per y c 
per i vertici di (B) in generale non hanno ale una quadrica in comune, 
quindi apparttngono ad un sistema S lineare cx>**~*. Gli inviluppi di se- 
conda classe apolari a tutte le quadriche di 5 formano dunque un si- 



fi(*i— 1) 



sterna 2 lineare cx> ' . Fanno parte di ^ gli inviluppi che si spezzano 
in coppie di stelle coi centri conjugati rispetto a tutte le quadriche di 5 e 
quindi in particolare coi centri in punti arbitrari dello spazio y. Segue che 
£ coimene il sistema lineare degli inviluppi due volte speciali:^aii a- 
venti per nuclei le quadriche di y *) ; e, poichd gli inviluppi di O (come 

le quadriche di y) sono m numero -^^ ^-^ — ' — - = — ^ — i volte 

infinite, cosi il sistema 1 si pu6 ritenere determinate da O e da un suo 
inviluppo ^ fuori di O. 

Le quadriche spezzantisi nelle coppie di iperpiani a. , y^.; P^, yB^, 
giacendo in S, sono apolari rispetto a tutti gli inviluppi di 2, onde sono 
a,, y-^^; Pi, y5. coppie di iperpiani coniugati rispetto a tutti questi in- 
viluppi. Se 6 dunque g la retta polare di y rispetto a ^ (retta in ge- 
nerale individuata perch^ ^ non h in O), si deduce: 

essendo inoltre le due forme in involuzione. La retta g soddisfa dunque 
alle condizioni espresse nell'enunciato. 
Sia ora: 

dice che g' coincide con g. Intanto, per il coroUario del n** 2, le 
forme (i) sono in involuzione. Segue che 6 determinate il sistema 2' 

n{n—i) 

lineare 00 * degli inviluppi di seconda classe rispetto ai quali la pun- 



*) Per le denotninazioni qui usate cfr. Segre, Studio sulU quadriche in uno 
spa:^io lineare ad un numero qualunque di dimensioni [Mem. R. Ace. delle Sdenzc, di To- 
rino (2), XXXVI], parte i\ S U n° 22. 
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teggiata ed il fascio (i) sono polari-reciprod; inoltre rispetto a tali in- 
viluppi sono coppie d'iperpiani conjugati a^., yA^\ p^, yB.. Gli inviluppi 
di 2' sono dunque apolari alle quadriche spezzantisi nelle coppie di iper- 
piani a., y^.; ^., y^., quindi a tutte le quadriche di 5. In altri ter- 
mini 2' coincide con 2, onde anche g' coincide con g. 

4. II teorema del n^ precedente si pu6 completare coUe osserva- 
zioni che seguono. Si supponga che per y e per i vertici delle piramidi 
{A) (5) passino 00' quadriche (in particolare, fc = o, una sola quadrica); 
in tal caso il sistema ex*"' delle quadriche passand per y e per i vertid 
di (-^) ed il sistema oo"~* delle quadriche passanti per y e per i vertid 
di (£) apparUngono ad un sistema lineare d'infiniti in — h — 2 che 
indico con [5]. Gli inviluppi di seconda classe apolari a tutte le quadri- 

che di [5] formano un sistema lineare [2] d'infiniti — ^^ ^-j-fc-f^ 

contenente queUo O degli inviluppi aventi per nucleo quadriche di y. I 

sistemi lineari 00 ' giacend in [2] e contenend O sono in nomero 
A -f- I volte infinito e ciascuno di essi h del dpo del sistema 2 (q° 3), 
onde conduce all'esistenza di una retta g tale che sia: 

?(«, «a • • • ««^, > P.Pa • • • P«^,) A Y(^. ^, • • • ^.^. , 5, 5, . . . 5. J. 

Reciprocamente, ogni retta g soddisfacente a tale condizione indivi- 
dua uno di tali sistemi, onde si conclude: 

In uno spUTJo ad n ditnensioniy se per i vertici A^A^ ... A^^^ , 
5, B, ... 5^^, di due piramidi e per uno spa^io f ad n — 2 dimensiord 
passano 00* quadriche, esistono 00*"^' rette, ciascuna delle quali sega le facce 
delle due piramidi in una punteggiata projettiva al fascio projettante da y 
i vertici rispettivamente opposti, II fascio e la punteggiata sono in involu- 
xiont. 

5. Se si svolgono le considerazioni duali di quelle del n° 3, si 
giunge ad una corrispondenza biunivoca (con elementi eccezionali) fra 
le rette e gli spazii ad n — 2 dimensioni dello spazio ad n dimensioni, 
essendo corrispondenri una retta g ed uno spazio y per i quali sia: 

^(«,«. ••• «.^,> PiPa ••• P«..)AY(^.^a ••• ^.*.> 5,5, ... 5. J. 
Nel caso pardcolare che esista una quadrica Q rispetto alia quale 
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t conjugata ciascuna delle piramidi {A)(JS)j la corrispondenza si idend- 
fica coU'ordinaria pokriti rispetto a Q *). 

In ogni caso se la retta g si appoggia alio spazio intersezione di 
ar, ttf, ... fx-Ti Pf, Pi, ... P*y lo spazio y corrispondente 4 in un iperpiano 
colic spazio Ar^ Ar^ ... Ar^ B,^ B,^ ... J5. . , e reciprocamente. Ed invero 
se nella punteggiata di sostegno g coincidono i pund goLr^^ goLf^ ... ^a^., 
^ P'l > i^'t • • • i P»; > ^^^ fascio projetdvo d*asse y coincidono gli iper- 
piani y-^r,, y^ir, ... y-^r,-, y^*,, y^«a ••• Y^v* ^ reciprocamente. 

Si supponga in pardcolare che le due piramidi si possano riferire 

in modo che ogni retta secante le intersezioni di n coppie di facce omo- 

bghe s^hi pure Tintersezione della rimanente coppia. Dico che ogni 

spazio ad n — 2 dimensioni secante le congiungend di n coppie di ver- 

tid omologhi s^ pure la congiungente la rimanente coppia. Siano in- 

fatd {A) (j5) riferibili nel modo detto, essendo verdci omologhi A^ e £. 

(i = I, 2, ... n'\- i) e si consideri uno spazio y ad n — 2 dimensioni 

secante le rette: 

^.J?,, A^B,, ... A,B^; 

si deve dimostrare che y sega pure A^^^B^^^. Invero la retta g corri- 
spondente di y, per Tosservazione precedente, dovri appoggiarsi alle in- 
tersezioni : 

quindi, per ipotesi, anche ad a^^, P,^, . Ed allora, per la stessa osserva- 
zione, y sega appunto A^^^ J5,^, . 

n teorema redproco si dimostra in modo duale **)• 

6. Lai proposizione colla quale si chiude il n° precedente & stretta- 
mente legata al teorema di SchlAfu, che viene qui dimostrato con un 
procedimento assai semplice: 

In uno spazio ad n dimensioni, se due piramidi 

\-^J ^=S Am ^- ... A 

(B)^B,B^...B, 
sono polari-reciproche rispetto ad una quadrica, in modo che la Jaccia ol. 



n-^i 



«-hi 



^ Per 11= 3 cfr. Guradze, loc dt, pag. 53. 

^) Per n =: 3 si hanno due tetraedri iperboioidid. Una retta y secante le con- 
giungenti A^ Bi ha in questo caso per corrispondend ie infinite rette g secanti le in- 
tersenoni a^p^ (cfr. Guradze, pag. 52), il che concorda coU'osservazione del n° 4. 
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opposta in {A) ad A- abbia per polo B. , ogni spas^io ad n — 2 dimmm 
stcanit n ddlt congiungtnii A^B. si appoggia anche alia rimanenU. 

Siano (A){B) polari-reciproche nel modo fissato rispenx) ad una 
quadrica, che considero come inviluppo e indico con <^. Sia inoltre y 
uno spazio ad n — 2 dimensioni che si appoggia alle congiungendi^jf,. 
per i = I, 2, .. . n; dico che si appoggia anche alia i^,^, 5^^, . 

IntantOy essendo B^ polo di a., le » coppie di iperpiani 

Y5. =y^., a. (t = i, 2,...») 

sono coppie di iperpiani conjugati rispetto a 4^, od in altri termini Tin- 
viluppo ^ h apolare alle n quadriche spezzandsi in tali coppie di iper- 
piani. Ma le n quadriche, come lineamiente indipendenti, determinano 11 
sistema lineare oo*""' dcUe quadriche passanti per y e per gli n-j-i pund 
A^A^ ... A^^^ , onde segue che <P ^ apolare a tutte le quadriche del 
sistema cd in pardcolare a queila che si spezza negli iperpiani yi^,^,) 
a^^j. Sono dunque y-^^^.,, a„^, iperpiani conjugati rispetto a O ed il 
polo B^^, di a^^j giace su y^i^^.,. £ cosl dimostrato che y s^a -4,^,5,^.,. 
In modo correladvo (od anche ricorrendo alle considerazioni in fine 
del n° 5) si dimostra il teorema duale. 



7. Si pu6 facilmente stabilire che, in uno spa:^o ad n dimensioni, 
esiste uno cd un solo spa:^o ad n — 2 dvnensioni dal quale m -{■ i punii 
generici assegnati sono projettati negli iperpiani di un fascio projdiivo ad 
un daio gruppo di 2;/ -}~ ^ elenienti di un ente ra:^onale 00* *). Ed infatti 
gli spazii ad w — 2 dimensioni dello spazio ad n dimensioni sono 00 ""' 
e sono 2 71 — 2 gli invarianri assoluti di un gruppo di 2 w -[- i elementi 
deU'ente 00*. Dan dunque i 2n-{- i pund A^A^ ... -^^--ki* esisteriun 
numero finito di spazii ad n — 2 dimensioni avenri la proprietd voluta, 
almeno in generale. Ma dico che ne esiste uno solo; ed invero se ne 
esistessero due y, y' sarebbe: 

onde gli spazii y, y' ed i punti A. sarebbero su di una quadrica « — 3 
volte (almeno) specializzata ; ed allora ciascuno degli infinid spazii ad 
n — 2 dimensioni della quadrica appartenend alia serie di y, y' godrebbe 
della proprietd richiesta. 



♦) Per « = 2, 3 cfr. Guradzb, pp. 55-61. 
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La corrispondenza fra rette e spazii ad w — 2 dimensioni conside- 
rata al n° 5, fornisce un metodo generale per la determinazione dello 
spazio in quescione *). 

Sia S^ lo spazio ad n dimensioni in cui giacciono i punti A^A^ ... -^j^^., 
e, rappresentato Tente razionale su una retta g' di uno spazio S^ ad « 
dimensioni, si indichino con H[ H[ ... H[^^^ i punti del gruppo. Con- 
dotti in S^ e rispettivamente per H[ H[ ,., H^^^ in modo generico gli 
iperpiani a'^ a^ . . . aj^^^ , si riferiscano S^ ed S^ projettivamente in modo 
che ad a', (i = i, 2, . . . « -j- i) corrisponda la faccia a. opposta 
ad A^ nella piramide A^A^ ... A^^^ , il che si puo fare in infini- 
te maniere. Nella collineazione posta, a g* corrisponde una retta g^ ad 
H*^ (r = I, 2, . . . 2« -j- i) un punto H^ di ^ ed 6 in particolare 
H^ = goL. per i = I, 2, . . . « -j- i. Gli iperpiani: 

H 4 A 

AH A 

A A H 

si tagliano in un punto A^^_^^ . Lo spazio y corrispondente a g nella cor- 
rispondenza determinata dalle piramidi: 

A^A^ ... A^A^^^ 

A A A A 

t lo spazio richiesto. Ed infatti &: 

Y(^,^, ... A^^^;)J^H^H^ ... /:/,„,,, 
onde pure: 



Pavia, 7 giugno 1905. 



LuiGi Brusotti. 



*) I metodi seguiti per » = 2, 3 non pare si possano esteodere 
pfice. 



SUGLl INTEGRALI SINGOLARI DELLE EQUAZIONI 
A DERIVATE ORDINARIE DEL SECOND'ORDINE. 

Nota di P. Burgatti, in Roma. 



Adasunia dell'ii giugno 1905. 



La teoria degrintegrali singolari dell'equazione a derivate ordinane 
del primo ordine e d'ordine superiore i tuttora poco perfezionata anche 
nei pund piil essenziali, malgrado i profondi studi di Darboux *), Bous- 
siNEsa **), Cayley *^, Mayer ••^), Dixon +) e Hamburger tf); 
alcuni dei quali riguardano Tesistenza stessa di tali integrali, altri le loro 
propriety geometricbe e analitiche. 

Queste quesdoni sono di lor natura cosl deUcate, e d^nno luogo 
a considerazioni si varie, che sembra assai difficile di abbracdarle tutte 
in una trattazione unica e completa; ond'6 che gli Autori sopra ricor- 
dad si sono limitad a chiarire alcuni dei pund piii importand ed oscuri. 
Nella ricerca, che forma oggetto di questa Nota, io pure ho rivolto Fin- 
dagine ad una parte soltanto deil'argomento, forse la piu trascurata; 
quella che riguarda I'ordine di contatto fra gPintegrali singolari di prima 
e seconda specie e gli ordinari, e il modo di ottenere gli uni dagli altri; 
limitandomi per ora all'equazione del second'ordine, le quali per le ap- 
plicazioni presentano maggior interesse. 



•) Bulletin des Sciences math^matiques, i^rc s^rie, t. IV (1873), pp. 158-176. 

••) Cours d' Analyse infinitisimale (Paris, Gauthier-Villars, 1887-1890), e ndl'in- 
teressante opuscolo' Conciliation du viritable diterminismty etc (Paris, Gauthier-Villars, 
1878). 

•••) Works, X. IV, Vm, X. 

••••) Mathematische Annalen, Band XXII (1883), pp. 368-392. 

f) Philosophical Transactions of the Royal Society of London, vol 186 (1895)1 
Part I, pp. 523-565. 

f f ) Journal fOr die rdne und angewandte Mathematik^ CXII (1893), pp. 205-246; 
CXXI (1900), pp. 265-299. 
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In tutto ci6 che s^ue b supposta a priori Tesistenza d^li integrali 
singolari che si considerano ; e quando si parla d'inviluppo di una fami- 
giia di curve s'intende che esso sia 11 luogo dei punti limid delle succes- 
sive intersezioni di una curva con quella infinitamente prossima, anche 
quando queste intersezioni sono immaginarie *) ; per modo che la defini- 
zione d'inviluppo h un poco piil generale di quella comunemente adottata. 

I. Sia data una famiglia di curve definite dall'equazione 

(0 >=/(*, 0. 

ove c ^ il parametro che individua le singole curve della famiglia. Preso 
un punto (Xj,, y^ del piano, per esso passano tante curve reali o im- 
maginarie della famiglia quante sono le radici dell'equazione in c 

Sia c^ una radice reale. Se i semplice non v'd nulla da osservare; ma 
se i multipla, ciod se soddisfa all'equazione 

allora pel punto (^0,^0) passano due o piii curve della famiglia che si 
confondono in una sola. In termini piii precisi si pu6 dire che il punto 
(^o>>o) ^ ^ posizione limite delle intersezioni reali o immaginarie di due 
certe curve infinitamente prossime della famiglia. Sia 

c = tc(x) 

la fiinzione c di x definita dall'equazione 

c che si riduce a c^ per x = x^. Allora 

(3) >=/[*,«(*)] 

t il luogo, o una parte del luogo, dei punti come (x^j^J. £ noto che 
la curva (3) i un inviluppo delle (i): il valore di y' per x = x^,, c = c^ 
ricavato dalla (i) i uguale a quello per x = x^ ricavato dalla (3). 

Se c = w (x) 6 soluzione semplice della (2), nulla vi 6 da aggiun- 
gere a quanto si ^ detto ; ma se & doppia, la (2) si pu6 scrivere sotto 



(; 



^ Vedi a questo proposito il Cours d' Analyse infoMskmd^ 
plementi al 1° volume, $ 137. 

Mmd, Ore, UsUm, PmUrwto, t. XX (190s). — 8ttmp«to U tM lagHo if* 



1-0, 
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la forma 

[c-«(*)PK*, = 0*). 

ove ^ (x, c) non s'annulla aell'intomo di (x^ , c J ; ed allora si vede 
non soltanto 3-4 s'annulla per c = w (x), ma anche 5 — ^ ; per modo 
chc la jf" nci singoli punti deirinviluppo (3) ha Tespressione 

Q6 mostra che il contatto fra I'inviluppo e le inviluppate t del se^ 
cond'ordine. 

Se poi c = w(x) h soluzione anche di 

I'equazione (2) pu6 porsi sotto la fornia 

[c — ii(x)p<|/(«, = 0; 
il che mostra che per c = '"(x) s'annullano anche le due derivate 

Jlf_ JIL. 

dxdc" dcdx" 
onde si avri in ogni punto dell'inviiuppo 

Dunque le inviluppate hanno coirinviluppo un contatto del f ordine. 
II ragionamento puo essere seguitato fino alle considerazioni delle deri- 

vate enncsime; perci6 si conclude: Se una soluzione c = 7:(x) di -^=0 

annulla tutte le derivate di / rispetto a c fino a quella dell'ordine nin- 
clusa, esistono infinite curve definite dalla (i) che hanno con Tinvilappo 
y =/[x, 7f(x)] un contatto deU'ennesimo ordine. 
Esempio. — Sia data la famiglia di parabole 

y =1 ex* -j^ 6c*x -|- i2cK 
Si ricava 

!{ = (- + 60'; 



•) Q.uesto fatto si deduce da un iioto teorema di Weierstrass (Picard, Cours 
d' Analyse, t. II); si supponc naturahuente chc le funzioni considerate sicno oloniorfe m 
un certo campo. 



— x^ 
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per conseguenza c = j- annulla -^ o -^ . Si conclude che queUe 

parabole hanno col loro inviluppo 

an contatto del 2* ordine. 

Altro csempio. — Per la famiglia di curve 

si ha 

oc r ^ ^ 

quindi c = x annulla -^ e ^^ . Quelle curve hanno un contatto del 
second'ordine col loro inviluppo 

In particolare, le parabole 

JC* X % 

y = 3 H f- log ^ — ^ 

inviluppano la curva logaritmica 

y = logx, 
ed hanno con essa un contatto del second'ordine. 

2. Abbiasi ora un'equazione di£Ferenziale del i^ ordine 
che contiene un paramecro arbitrario c. Eliminando c tra Tequazione 

e la proposta, si ottiene un'equazione del 2^ ordine 

E(xy y, y\ f") = o 
di cui la (4) i un int^;ral primo gcDcrak. 
Gmsideriamo insieme alia (4) Tequaziane 

(5) 57 = ?(^>^/f = 0. 

Pensando x, y, y' come variabifi todtpendeotiy m ^ : r ij^x, ;f, / j uttj 
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soluzione di questa equazione. AUora 

(0 /[*. y, >'. <^> % :y')] = <> 

k un int^ral primo singolare di £ = o. Per veder dd basta mostrare 
che ogai mtegrale ordinario della (6) h un mt^ral singolare di £ = o. 
Siano x^, jf^, y^ dei valori di x, )', y* che soddisfano la (6), c siac^il 
corrispondente valore di c; per modo che risulteri 

/(^o> yo» >o> O = o, ?(Xo, >o> J'o^ O = (57) = o. 
In generate esisceri una sola soluzione della {€) che per x = x^ si ridace 
a ^^, essendo y^ il valore di ^'. Poichd ■ ^ ■ = o, il valore della dcri- 
vata seconda di questa soluzione si calcola ancora con la formula 

Di qui risulta chiaramente che la soluzione della (6) considerata ha nel 
punto (x^^o) un contatto del second'ordine con la soluzione di £ = 
che per x = x^ si riduce a ^^ e 'j^^ essa e la sua derivata prima rispet- 
tivamence. Se dunque consideriamo una curva incegrale della (6), essa 
ha in ogni suo punto (salvo casi eccezionali) un contatto del 2^ ordine 
con una famiglia di curve integraU dell'equazione £ = o. 

Riassumendo, possiamo dire che hanno luogo (salvo casi ecceoo 
nali) le proprieti seguenti: 

i) L'eliminazione di c tra le (4) e (5) conduce a un int^al primo 
singolare dell'equazione del second'ordine £ = o. 

2) Le curve integrali dell'integral primo singolare sono inviluppi 
di una famiglia d'integrali ordinari di £ = o. 

3) n contatto fra quegl'inviluppi e le rispettive inviluppate 6 m g^ 
nerale del second'ordine. 

3. Colle precedenti considerazioni possiamo discutere e risolvere il 
problema seguente: Data una congruenza di curve rappresentate dallV 
quazione 

(7) 'H = /(^> ^> *)» 

cercare di ordinarla in famiglie di curve, per modo che Hnviluppo cfi 
ciascuna di esse abbia colle sue inviluppate un contatto del second'ordiix. 
Posto a = 9 (t), sia 
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una famiglia della congruenza che gode della propriety voluta. Per quanto 
si t dettOy deve esistere una funzione ^ di x (p x di b) che soddisfa 
all'equazioni 

(8) 3^ = 0, ^ = 0. 

Eliminando la x tra esse, si giunge evidentemente ad una equazione del 
2^ ordine in f , che indicheremo con £ = o, il cui integral geaerale 
sari della forma 

(9) f(*, ?, ^,, = 0. 

La presenza di due costand arbitrarie conferirebbe al noscro pro- 
blema una infinite di soluzioni; il che h contrario a ci6 che suggerisce 
rintuizione. In realti queste espressioni di <p non risoivono il problema 
proposto; perch^ in virtili di esse I'equazioni (8) ammettono bensl dei 
valori comuni di x che le soddisfano, ma in generale bdipendenti da b. 
Per veder ci6, osserviamo anzitutto che Tequazione £ = o, ottenuta con 
i'eliminaaone di x tra le (8), ha per integral generale la (7) stessa, 
quando in essa si consideri x q y come costanti arbitrarie; ciod la (9) 
Qon d altro che 

Orbene, pensiamo nella (7) a come funzione di b definita da questa equa- 
zione. La prima delta (8) diventa 

dadb ^db ~ ' 



tn cui 



dM 
db 






essendo l^l e (5^) '^ 5^ ^ 5"^ ^^° ^i *^ P^^^^ ^ *• ^'^^^ ^ 

diiaro che essa t soddisfatta da x = c^ ; onde potri scriversi sotto la 
forma 

(« — OK*> ^ ^,» = 0. 

Ne s^^e che anche la seconda delle (8), che si otdene dertvando que- 
sta rispetto z by h soddisfatta da x = c. ; ci6 che dima » 
Quali sono dunque le soluzioni di £ = o che risolvoo 
i>iema? Evidentemente le soluzioni singolarL Elimiw 
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db~^' dbdx~^ 

si ottiene, per quanto i stato detto, un int^al primo smgobre di 
£ = o, il cui int^al generale sari 

? = ?(*» 0- 
Alloniy riferendosi a quanto fu dichiarato nel primo paragrafo, risulta 
evidente che ciascuna delle famiglie di curve 

y=f[x> ?(^ 0» *]» 

che si ottengono dando a c un determinato valore, banno col loro invi- 
luppo un contatto del second'ordine. Eliminando poi b tra questa equar 

zione e -^ = o, si ottiene Tequazione della famiglia d^l'inviluppi. 

OP 

Escmpio. — Sia data la congruenza di parabole 

y = ax^ -j- bx — logi. 
Pensando a come fumdone di by TeUminazione di x tra 

conduce all'equaaone 



db - °' dxdb ~ °' 



da . , 

Ne risulta 

a = --g- + c; 

per conseguenza ogni famiglia di parabole 

y = (^ — "8")^'"^** — logb 
corrispondente ad un determinato valore di c, ha col suo inviluppo un 

contatto del second'ordine. Eliminando b tra questa equazione c -^ = Oi 
si trova 

y = J-^log^ + cx'; 

che t Tequazione della famiglia degrinviluppi. 

Notiamo iniine che I'eliminazione di a e ^ fra le equazioni 

y=f(x.ayb), -^ = 0, ^ = 
conduce, salvo casi eccezionaU, ad una curva inviluppo di curve della cgO" 
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gruenza ; ma nel caso generate il contatto h del prim'ordine, senza esclu- 
dere la possibiUd che in casi speciali possa essere anche del second'or- 
dine. 

4. Consideriarno ora un'equazione del second'ordine della forma 

(10) y=Kx,y',y"). 

£ noto che I'integral primo singolare^ nel caso che esista, si ottiene 
eliminando y" fra I'equazione data e ^-4, = o. Questa t una prima ma- 

aiera di dedurre gFintegrali singolari ; ed h praticamente notevole, perchS 
Qon richiede preliminari integrazioni deU'equazione data. 

Altri due modi per effettuare tale ricerca si deducono dalle consi- 
derazioni svolte nei paragrafi precedenti; secondo che si suppone noto 
un integral primo della (lo) con una costante arbitraria, o Tintegrale 
generale. Se t noto Tintegral primo 

gFintegrali singolari della proposta si otterranno integrando Tequazione 
del primo ordine che risulta daU'eliminazione di c fra 

Se invece i noto Tintegral generale 

y = ^(Xy a, b), 
bisogneri pensare a come funzione di b^ ed eliminare x fra 

Indicando con a = '^(b^ c) Tintegrale generale dell'equazione diflfe- 
renziale che ne risulta, si dovrd poi eliminare b fra 

y = ^[xy w(*, c), b] e ^ = o. 

II risultato rappresenteri gHntegrali singolari della proposta. 

Dalle cose dette si deduce ancora che grintegrali singolari delle equa- 
zioni differenziali del second'ordine sono inviluppi d'integrali ordinari che 
hanno con le rispettive inviluppate un contatto del second'ordine 

Notiamo infine che Tinviluppo degli integrali singolari, quando esi- 
ste, non fornisce in generale un integral singolare della proposta, perchi 
il contatto colle sue inviluppate non 6 in generale del second'ordine. Q6 
pu6 avvenire per6 in qualche caso speciale; allora si suol dire che 1* 
quazione ammette un integral singolare di seconda specie. 
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Per esempiOy Tequazione 



> = - 4/' + */+>" 0' - */') 



ha grintegrali singolari 



.1 ^ -a 



il cui inviluppo 

— _J^ 

non i integrale della proposta. Esso si otdene pure eliminando a t h 
fra Tint^rale generale 

y = ax^ -}- tx + 2at 
e le sue derivate prime rispetto zd a e b. 
L'equazioae 

^ = ^, + 7-^0''-*/') 
invece ha Tincegral singolare di secoada specie 

che si deduce dall'integral generale 

a I L I ^* I ^ — « 

y=flx +^x + — + — a 

eliminando act mediante le sue derivate prime rispetto ad a e i. 

Fra le equazioni del second'ordine che ammettono una famiglia 
d'integrali singolari sono assai notevoli quelle che si possono ridurre alia 
forma 

y = ^y"-h *(>' - ^y") + ?(y", y' - *>")> 

ove <p 6 una funzione qualunque degli argomenti indicati. 

L'integrale generale si ottiene immediatamente sostituendo due co- 
stanti arbitrarie al posto degli argomenti y' — xy" e y'\ Questa pro- 
prieti le collega alia nota equazione di Clairaut *). L'equazioni degli e- 
sempi precedenti sono di questa forma. 

Roma, 21 aprile 1905. 

P. BURGATTI. 



*) La forma dell*equazioni di Clairaut dell'emiesimo ordine fu data da Rafft 
[Bulletin de la Soci^t6 Math^matique de France, t XXIII (1895), pp. 50-61]. 



SULLA integrabilitA delle condizioni di rotolamen^ 

TO DI UN CORPO SOLIDO SOPRA UN ALTRO, E SU QUAL- 
CHE QUESTIONE GEOMETRICA CHE VI fi CONNESSA. 

Memoria di M. Gebbia, in Palermo. 



Adunaaza del 9 aprile 1905. 



Introduzione. 

Pare che il sig. C. Neumann sia stato il primo a rilevare che le 
equazioni difierenziali esprimenti la condizione di rotolamento di un corpo 
solido sopra un altro cosdtuiscono un sistema generalmente non inte- 
grabile *). Questa scoperta vcnne a turbare alquanto Tordine delle idee 
della meccanica classica, la quale ritenne sempre un legame qualunque, 
che ostacoli il libero movimento relative dei corpi, potersi esprimere per 
una o piti equazioni in termini finiti. Oggidl quest'ordine pu6 dirsi ri- 
stabilito con I'importante distinzione dei sistemi material! in olonomi e 
nan olonomi concepita da Hertz, e quello costituito da due corpi solidi 
rotolanti Tuno suU'altro costituisce il piCi semplice ed intuitivo esempio 
di sistemi non olonomi. 

Richiamata Fattenzione degli studiosi su questa materia, essa d stata 
oggetto di aitri varii lavori, fra i quali primeggia per la completezza 
della trattazione la memoria del Vierkandt, Ueber gleitende und roU 
Unde Bewegung **). Degna di particolar menzione i la memoria del 
sig. Hadamard, Sur Us mouvements de roulemeni ***) intesa a studiare a 



*) C. Neumann, Grund^uge der analytischen Mechanik [Berichte iiber die Vcr- 
handlungen der Kgl. Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipag, XL 
(1888), pp. 22-88. 

*) Monatshefte fOr Mathematik und Physik, III. Jahrg. (1892), pp. 31-549 97-1: ' 
*) M^moires de la Sod^t6 des Sciences physiques et natureiles de Bofir^ 
IV* s^ric, U V (1895), pp. 397-417. 

Rmd. Gtrt, UaUm, PMUrm4, t. XX (1905). — Sump«to il x) logUo 190S. 
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fondo il fattOy che ai sistemi non olonomi non si applicano senza mo- 
dificazione le equazioni dinamiche della seconda forma di Lagrange. 
Questa memoria 6 riportata nella recente monografia del sig. ApPEa, 
Les mouvcments de roulement en Dynamique *), che racchiude in breve c 
magistrale esposizione quanto fino al 1899 ^^ ^^ ^^^^ ^^ questo argo- 
mento, il quale non i a mia conoscenza che sia state ulteriormente 
illustrato da posteriori pubblicazioni. 

L^gendo tutti gl'indicati scricti, ho provato Timpressione che il mo- 
do, come vi si trova affermato il fatco che le equazioni differenziali espri- 
menti la condizione di rotolamento non sono integrabili, non sia nm 
chiaro n^ esauriente. II Vierkandt dice che esse sono « come si veie, 
equazioni differenziali, che non possono riguardarsi come ottenute per 
derivazione da equazioni finite ». Questa evidenza non vi L II sig. h- 
PELL osserva che il primo membro (= o) di ciascuna di queste equazioni 
« non & in generale un differenziale esatto e non ammette fattore int^ 
grante » ma non dd sviluppo alia restrizione racchiusa neirespressione 
in generale. II sig. Hadamard afferma poi senz'altro che queste equazioni 
a differenziali totali sono « non integrabili ». Ci6 che di oscuro ed in- 
complete si nota in queste espressioni lascia trasparire nei loro autori 
la convinzione, che il difetto d'integrabiliti, di cui si tratta, non sussistt 
in modo assoluto. 

Ed infatti non mancano le condizioni o i casi d'integrabiliti. Giiil 
sig. Hadamard nello stesso citato lavoro ne rileva uno, cioe quelle in 
cui, essendo inipedita la componente normale della rotazione istantanea, 
le due superficie abbiano la niedesima curvatura costante **). Un altro case 
d'integrabilitd piu generale del prccedente, e che non credo sia stato av- 
vertito, ma che scorga con faciltd dalle conoscenze attuali, e quelle in 
cui, con qualche restrizione, le anzidette superficie a curvatura costante 
siano sostituite da due superficie gcneralmente applicabili. Fu scoperto da 
RiBAUCOUR che, quando in un nioto a due parametri i due assi di possi- 
bili rotazioni semplici, la cui esistenza costituisce il teorema di SchOke- 
MANN e Mannheim, sono reali e concorreiiti, i luoghi del punto di con- 
corso o centre istantaneo nel corpe e nello spazio costituiscono due 
superficie applicabili, ed il movimento finite precede in mode, che Tasse 
istantaneo sta sempre ncl piano tangente cemune a queste due superficie, 



•) Nella coUezione Sclentia, 1899, 
♦•) Op. cit, n° 14. 
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le quali rotolano Tuna sull'altra in guisa, che i pund del loro successive 
contatto si corrispondono nell'applicabiliti *). Or non t difficile preve- 
dere che le equazioni in termini finid, che stabiliscono la corrispondenza 
d'applicabilitiy sono allora iutegrali delle equazioni differenziali del roto- 
lamento. 

Questo intanto mi par certo, che uno studio sistemadco ed esau- 
riente della eventuale Integra biliti delle equazioni del rotolamento, fatto 
alia scorta della teoria dei sistemi d'equazioni a differenziali totali, non 
sia stato finora intrapeso; ed in questa certezza mi conferma il convin- 
cimento, che un autore della competenza ed erudizione del sig. Appell 
non avrebbe mancato di fame menzione; ond'^ che, tentando io nel 
presente lavoro uno studio siffatto, credo, salvo illusione, di far cosa 
utile ed opportuna. 

Dimostrer6 in primo luogo facihnente che, prese le equazioni dif- 
ferenziali bolatamente, cioe senz'altre restrizioni, la loro integrabiliti non 
si avvera mai. Affermato questo punto, mi awalgo del noto concetto, 
che le soluzioui possibili dei sistemi d'equazioni a differenziali totali non 
sodisfacend le condizioni d'integrabiliti debbono cercarsi completando il 
sistenda con altre equazioni, sia parimend differenziali sia in termini d- 
nid, il che nel problema meccanico equivale all'aggiunzione di altri legami 
a quello consistente nel rotolamento **). Con Taggiunzione di un solo 
l^ame (intendo di una sola equazione di condizione) tanto questo che 
i coefficiend delle equazioni del rotolamento, dot la natura geomctrica 
delle due superficie, debbono possedere requisid derivanti dalle condi- 
zioni d*integrabilit4 dell'intero sistema. Pervengo alia conclusione che il 
l^ame aggiunto deve consistere nell'essere impedito il giramenio (pivo* 
tement dei francesi) ; ma in quanto alia natura delle superficie interviene 
una importante disdnzione. Se vogliamo che si avveri la integrabiliti 
illimitata {compltte dei francesi, unbeschrankte dei tedeschi), occorre che 
le due superficie abbiano la medesima curvatura costante, ed 6 que- 



*) Darboux, Lemons sur la thiorie giniraU des surfaces, Parte I, Capitolo VII; 
Parte IV, apitolo VL 

•*) Di questo concetto trovasi una iudda esposizione nel Treatise on Differential 
Equations del Forsyth pel caso di una sola equazione a differenziali totali con ire o 
pift variabili (§ 154 della dt. op.). II sig. Frobenius nella sua memoria « Uaber das 
FhAFVscbe Problems lo applica alio studio delle soluzioni, che pu6 amnicttcrc un si- 
stema non complete d'equazioni lineari a differenziali totali [Journal fur die rcinc uiui 
angewandte Mathematik, LXXXII (1877), pp. 230-315 (p. 287)]. 
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sto il caso considerato dal sig. Hadamard. Per6 a pud richiedere 
che le condizioni d'integrabiliti siano sodisfatte, noa identicainente, ma 
come coos^uenza del sistema integrale, che si presuma esistere, e, svi- 
luppando le condizioni necessarie e suffidenti perch^ dd awenga, con- 
cludo che bisogna e basta che le due superfide siano generalmente ap- 
piicabili, cioi che si tratd del movimento studiato dal Ribaucour. Pare 
che questo caso sia sfuggito al sig. Hadamard. £ curioso il £atto, che 
la condizione meno restritdva per la natura delle due superfide, adt 
quella dell'applicabiliti generale, si associ ad un modo quasi ecceziooak 
di sussistenza delle condizioni d'integrabilitil. 

Dall'analisi, che svolger6 in questa trattazione sar6 condotto a coo- 
siderare un modo pardcolare di riferire le due superfide applicabili a 
rispettive coordinate curvilinee, col quale le equazioni integrali, a cd 
conduce il metodo da me adottato, assumono una forma piii sempke. 
Sebbene questo caso abbia nella presente quistione un'importanza secon- 
daria, pure I'esame di esso mi conduce indirettamente ad un teoreooa 
sulla teoria generale delle superfide, che credo nuovo, e che mi sembra pa- 
ter esser fecondo di conseguenze important! per la geometria differenzale. 

Con Taggiunzione di due l^mi il sistema di equazioni a difiercD- 
ziali totali diventa a derivate ordinarie, onde Tintegrahiliti i sempre 
illimitata, sicch^ null'altro parrebbe doversi aggiungere. Non pertanto 
ho voluto fare uno studio del caso, che i due legami aggiund consiscmo 
in un riferimento punto a punto delle due superfide rotolanti, per ran- 
nodarvi qualche considerazione, che mi sembra note vole. Mi spiegoche 
questo problema, al quale conduce il presente ordine d'idee, non trovisi, 
ch'io mi sappia, studiato, col fatto che nessun fenomeno fisico e nessun 
congegno cinematico si conosce, che suggerisca una siffatta maoiera di 
legami, ond'esso non costituisce per sd stesso che un esercizio di mec- 
canica analitica. La circostanza essenziale si 6 che allora il rotolamento 
non puo avvenire, se non per curve, delle quali sulle due superfide si 
svolga la stessa lunghezza d'arco. Queste curve sono ben note in carto- 
grafia col nome di curve isopmnutriche, per cui nella mia considerazione 
non vi sarebbe, se mai, altro di nuovo, che Tapplicazione ch'esse rice- 
vono ad una quistione cinemadca. Per6, consultando anche magistrali 
trattad di cartografia *), non ho trovato studiari i luoghi singolari asso- 



•) TissoT, Mlmoire sur la reprismtation des surfaces, Paris, Gauthicr-Villais, 
1881; FiORiNi, Le proU^iani delle carte geografiche, Bologna, Zanichelli, x88i. 
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dad alle equazioni differenziali di queste curve, la conoscenza dei quali 
i indispensabile per intuire randamento di esse e per conseguenza del 
moto di rocolamento che vi si riferisce. £ perci6 che ho voluto dedicare 
a questo studio Puldmo paragrafo del presente scritto. 

Formazioiie delle equazioni differenziali del rotolamento. 

Esse da sole non sono integrabili. 

I. Siano stabilite sulle superficie dei due corpi rotoland I'uno sul- 

I'altro due sistemi di coordinate curvilinee ortogonali, che siano u, v per 

una di esse ed u\ v' per I'altra, sicchd le espressioni dei rispetdvi archi 

elementari siano 

ds' =Edu'+Gdv\ 

d/'^E'du''-^ G'dv'\ 
Immaginiamo che il contatto attuale delle due superficie avvenga 
pei rispetdvi pund (w, v), (u\ v'), ed in questa posizione sia 6 Tangolo, 
che la tangente posidva alia curva tf'( = cost.) forma con la tangente 
posidva alia curva u. Volendo stabilire le condizioni affinchd il moto 
infinitesimo reladvo sia un rotolamento senza strisciamento, basta pen- 
sare che gU archi elementari delle due superficie compresi fra gli anzi- 
detri pund del contatto attuale e quelli (u -f- dw, v -j- dv), (u' -{- du\ 
v'-f-dt;') del contatto infinitamente prossimo debbono avere la stessa 
lunghezza. Le proiezioni di quesd archi sul piano tangente comune po- 
tranno pure riguardarsi come uguali fra loro ed agli archi stessi, tra- 
scurando infinitesimi del 3^ ordine. Pordamo dunque queste proiezioni 
in coincidenza mediante una rotazione intorno alia normale attuale co- 
mune, che, se il moto, come supponiamo, ^ condnuo, sari infinitesima, 
e che denodamo con e, non importando qui conoscerne I'espressione. 
La seconda estremiti del segmento, che risulta da questa sovrapposizione, 
avri per coordinate rispetto alle tangend posidve alle curve u, x;, sceld 
come un primo sistema di assi ortogonali di riferimento, gli archi ele- 
mentari ds^y ds^ di queste due curve e rispetto alle tangend posidve alle 
curve u'y v' sceld come un secondo sistema, i rispetdvi archi elementari 
d$l, ds'^. Quesd due sistemi di assi, entrambi giacend sul piano tangente 
comune e con Torigine comune, formano Tangolo -|- e, e si ha quindi 
(supponendoli anche congruend) : 
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ds[ = d5.cos(e -f e) 4- ds^senQi + s) 

ds[ = — ds^ sen (» -f + ^^v ^^ (® + 0- 
Poichd altronde 

ds^ = yGdv, ds^ = VEdu, 

ds[=VG'dv', d%\ = fE}du\ 

trascurando nelle precedend equazioni gPinfinitesimi del 2° ordine, se 
ne ottengono le chieste condizioni di rotolamento, cio£ 

\ /G'di;' = t/£senedtt4-f^cosedi;. 
Elevando a quadrato e sommando queste equazioni, risulta, com'^ 
naturale, la condizione presunta 

di" = ds'^ •). 

2. Le (i) cosdtuiscono un sistcma di due equazioni a differenziali 
totali fra le cinque variabili u^ v^ u'y v\ 0, di cui vogliamo studiare le 
condizioni d'integrabiliti. A tal uopo e comodo cangiare la notazione in 
una di quelle, che comuueniente si adottano nella teoria di siffacd ^stemi, 
ciod porre 

onde scrivianio le (i) cosi : 

dx^ = a\dx^ -{-a\dx^-{'a\dx^, 
dx^ = a[iix^ + aldx^ + aldx^ , 



(0* 
dove 



(2) 



'^'' = y ~E' "^^ ^ ' < = -j/£^sen 
a[ = y-Qi sen ^ . <= y-Qi cos 6 , 



•) Con lo stesso metodo si possono dedurre le condizioni di rotobraento in 
coordinate curvilinee qualunque, che non ini 6 occorso d'incontrare, e che, con le so- 
lite notazioni, sono le seguenti: 

H' , , Hcose — FsenO. rp^ 

—=zdu = = du — yGcosOav, 

VG' VG 

(F/f'-Z/FOcosO + CFF'+HHOsene. , /fcosO+F'senO .7^. 

VGG' VG^ 

ove denota ancora Tangolo della tangente positiva alia u! con la tangente positive 
alia M, ed 
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Le condizioni d'integrabiliti di questo sistema sono, com'^ noto, 
da] , ,da] , , da* da! , ^da\ , ^da\ 

dx. ^ ''• dx. ^ *' ax. - ax. ^^ "■ dx. ^ "' ax. ' 



ax, ^ ' dx^ "f" "' ax, ~ ax, "f" **' ax^ '^ "» ax, ' 

.^ 4- a'lfl 4. a'M - M 4. a^M 4- fljii 

dx, + ''■ ax^ ^ ' ax, - ax, ^^ "■ ax^ ^ *' ax, ' 
ax, ^^'ax^+^'air- ax, ^^''•aT" + ''»dr- 

A cagione delle (3), la 2*, 3*, 5* e 6* di queste condizioni diventano 

da\ da] da; da] 

aXj dXj dXj dXj 

le quaii non sono sodisfatte. Dunque: le condizioni di rotolamento nan 
costitniscono mat da st sole un sistema integrabile. 

3. Risoluta questa prima quistione, si presenta I'altra di vedere se, 
e come, il sistema (i) ammetta altre maniere di soluzioni, e ci6 pu6 
awenire, come ho di sopra accennato, per Taggiunzione di altre equa- 
zioni alle (i), cio^ di altri legami al sistema. In generale, se ad un si- 
stema di m equazioni lineari a differenziali totali fra n variabili (n > m) 
non sodisfacente le condizioni d'integrabiliti si aggiimgono n — m — i 
equazioni lineari qualunque fra gli stessi di£Ferenziali, si ottiene un si- 
stema integrabile sempre, perchd equivalente ad « — 1 equazioni diffe- 
renziali ordinarie. Per6 anche aggiungendo un numero r <^n — m — i 
di equazioni siffatte si pu6 rendere il sistema integrabile, sottoponendo 
si le equazioni date che le aggiunte alle condizioni di integrabiliti. Le 
equazioni aggiunte possono essere anche in termini finiti, ma pa 
formaaone deUe condizioni d'integrabiliti converri sempre difercn 
in tal case le equazioni aggiunte sono pure int^ali ddl^ 
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Nel nostro caso, aggiungendo due legami, si otdene rint^aUliti 
completa ed incondizionata, mentre raggiunzione di un solo legame^ 
tanto questo per6 che le (i) stesse condizionate, pu6 condurre a casi 
d'integrabiliti. Studieremo nel segueute paragrafo il secondo caso, ed ia 
un prossimo il prime. 

Integrazione delle equazioni differenziali del rotolamento 
per I'aggimizione di un solo legame. 

4. Sebbene I'equazione aggiunca possa essere in tennini finid, pure 
conviene anche allora, come fu detto, tradurla in equazione differenziak 
per potere stabilire le condizioni d'integrabiliti. 

Se VequaT^ione aggiunta non coniient 0, ciot Vtquaxiotu diffarett{kk 
aggiunta non contiene d^^ il sisUma non pud essere integrabilt. 

Infatd, il sistema h allora cosdtuito da tre equazioni con cinque va- 
riabilis ma quattro differenziali soltanto. Risolvendolo pei tre differeo- 
ziali dVf du\ dv\ aggiungiamo nei secondi membri il differ enziale che 
manca con coefficiend nuUi, e quindi, adottando come al n^ 2 la nota- 
zione consueta, ma ponendo invece 

ai posD di 

6, w, v, u\ v\ 

scriveremo il sistema cosl : 

(4) \d\ = K<iXr-\-K^X,, 

ove le t* sono nulli e le h^ dipendono da 6. Or le condizioni d'iaie- 
grabiliti di questo sistema sono le tre seguend : 

(,^ I ^*» _i_/,'^^^ 4-fc»^^« _l./,»^^i -^^' J-i'^*^ 4-V^*' _UV^' 

Bh\ ,,, db\ db\ db\ db\ ,., db\ db\ db] 



- = 0, 
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e queste si riducono semplicemente a 

dx, ' dx, ' dx 

k quali non sono sodisfatte. Del resto pu6 prevedersi secza cakoto 
che, contenendo il sistema la variabile 9 senza contenerne il differenziale, 
esso non pu6 essere integrabile. 

5. Resta dunqiie da considerare il caso che I'equaaone difFerenzlale 
aggiunta contenga d9. Allora il sistema d'equazioni differenmli pu6 met- 
tersi nella forma (4), ove per6 sari piCi comodo supporce che 

X,, *j, X , X , X 

rappreseadno rispetdvamente 

u, V, u', v', 8. 
Con db le due prime equazioni (4) saranno quelle del rotolamento, 
epper6 

(«) { — 

(j; = j/|:sene, i: = j/|,a»e; 

b terza sari requazione aggiunta risoluta per <J0, ed in cui du'y dv' a 
suppongano espresse per du, dv mediante le due prime equazionL I 
coefficienti ^', b' della terza equazione sono due funzioni da determi- 
narsi con le condizioni d'integrabilitA (5). 

Ora uno sguardo alle equazioni (5) fa rilevare subito, che le prime 
due contengono b' , b' Unearmente, ma non contengono le loro derivate, 
oud'^ che da esse possono ricavarsi le espressioni di queste due b in 
funzioae delle altre, che dipendono dalla natura geomctrica delle due 
superficie. A tal uopo introdudamo, per la brevici delle formole, le cur- 
vature geodeticbe Jf,, Jf, ; R',, K'^ delle curve coordinate sulle due su- 
perfide mec^te le apposiziooi 

YF5 d" ' " Veg Sv ' 



R'^- 



e dedudamo dalle (6) con facili calcoli 

Mtmd. On. JblM. Ftlwmt, t. ZX (i»at)--Siunp.i 
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db\ db', I (dVE ..cVG A Veg,^ „,v m 



'ax *dx 



^'^Kk 



,db\ ydb]^ VEG d)rE' ^VEG j^, 






*dXj ' dXj G'/F du' |/G' "' 

'dx^ 'dx^ °' 
per cui le due prime (5) divengono 

( |/Gcos6i;-l/£senei; = v'£5(i?.sene + J?,cosO — /?;), 
(8) < 

f y^senei;+y^cos6t;=}/£G(-i?.cose + lessen 8 +^;> 

D determinante ^EG 6 diverse da zero. Escludiamo per ora il 
caso che i second! membri siano nuUi, su di che ritomeremo in seguito, 
e ne deduciamo 

U; = VEdR^ - if:cosO + iflsenO) 

I t; = |/G(-i?„+/?:senO + /?;cos6). 

L'equazione da aggiungersi a quelle di rotolamento (i), cioe la 
terza delle (4), ^ dunque la seguente : 

(10) tiO=(if^--if;cose4-i?>ene)t/£JM4-(--i?^+i?:sene+if;cos8)|/GJi' 

ossia, in virtii delle (i), 

(lo)* tie = fERJu — fGRJv — }/ER'JW + fG' KJv\ 

Questa equazione esprime che la componente della rotazione istan- 
tanea secondo la normale comune alle due superficie 6 nulla, ossia che 
vi 6 assenza di giramento *). 



•) Si deduce facilmente dalle fomiole (i), § 3 dcUa dtata menioria del Vierkandt, 
adoperando note forniole della teoria delle coordinate curvilinee, che il polinomio, che 
si otlicne portando al prinio mcmbro tutti i termini della (lo)* ^ Tespressione dcQa 
rotazione infinitesima di giramento. Del resto piacemi dame qui la seguente dimostra- 
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Occorre ancora che i valori (9) di &|, &j sodisfino la terza delle 
equazioni (5), e db appresteri una condiziooe, alia quale dovrannosot- 
tostare le due superfide, affinche si verifichi la lichiesta integrabiliti. A 
tal uopo si dedurri con £udli calcoli 

dK db] db\ db\ 

J J _l L2 3 LI I 



dx, 5x, ' ' dXj ' dxj 



' a*, • a*, ~ fE' d«' ' 

espiessioni, nelle quali i notevole la scomparsa della variabile 0. Sosti- 

tuendo nella terza (5) ed omettendo il fattore — j/fG, che non pu6 
essere nullo, otteniamo 

o/j on I ^ O °. I ^ 0^» - 

Rammentando I'espressione di LiouvuxE della curvatura gaussiana, 
che per coordinate ortogonali £ 

(II) K = ^^ + ^^ - Rl- Rl, 

si riconosce che I'equazione precedente esprime I'eguaglianza : 



zione brevissima. La rotazione di giramento pu6 dedursi dal moto infinitesimo del si- 
stema piano costituito, sul piano tangente comune attuale^ dalle proiezioni delle curve 
coordinate delle due superfide. Questo moco dipende dai cinque parametri 0, u, v^ uf, i/. 
Detto M il punto di contatto attuale ; C. , C^ , C^ , C^ i centri di curvatura geodetica 
delle curve u = cost, etc, i mod, che si ottengono faccndo variare un solo di questi 
parametri per volta, sono rotazioni intomo ai centri 

^9 ^U* ^V9 ^m* ^v 

di amplitudini rispetdve 

ove ds^ = VGdVy etc Sostituendo e sommando, si otdene per la rotazione di gira- 
mento I'espressione, che si vud dimostrare. 
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(12) K~K' = o 

di queste curvamre aei punti delle due superBde, cbe possono Tenin 
in contatto. 

6. Se all'equazione aggiuota si di la forma (lo)*, la (12) i dun- 
que una condizione necessaria per ['iotegrabiliti. Occorre ora studiaie 
la sufficienza di questa condizione. Questo esame ci conduce ad una & 
sdnnoue fondameutale, ciod cbe I'equazione (12) az sodisfata idendca- 
meate, o no. 

II phmo caso, poichd K i funzione delle sole u, v, e K' delie sole 
»', v\ Don pu6 verificarn, se non quando K e K' sono eguali ad una 
stessa cosauce, do6 quando le due superficie hanao la medesima cur- 
vatura costante. £ questo il caso consideraco dal sig. Hadahard. AUon 
11 sistema d'equazioni a difierenziali totali (4), cio£ il sistema delle (i], 
(10)*, i complaamente integrabile secondo il concetto di Clebsch. 

L'effettiva integrazione si riduce a quella del sistema equivalente i'e- 
quazioni a derivate parziali 

|{ + |/#-'^. + j/|-«^ 

+ VTC*. — < cos 6 + j;; sen 9) II = 0, 

+ t^G C- Jf. + if>n 8 + < cos 6)|| = 0. 

Questo sistema, in virtii dell'identitA (12) 6 jacobiano, e comeule 
amniette tre int^rali disrinci con tre costanti arbitrarie, e che deter- 
minano u\ v', d in funzione di u, v e delle cosanti. Queste ulooK 
possono determinarsi in modo, che per valori arbitrariamente assegnni 
"o* ^o ^ "> ^> '^ variabili u', v', 0' prendano valori a^, w^, 6^ anch'tsB 
arbitrariamente assegnati. Cosi il coQtatto iniziale pu6 awenire per ibt 
punti qualunque delle due superficie, e rorientaniento iniziale di quett. 
pu6 essere qualunque. 



7. II secondo caso, il quale concede una maggiore generalid 
superficie rotoland, k queilo che I'equazione (12) uon sia verifican 
ticamente, ma in virtCi del sistuma integrale^ o, in alti 
sta equazione sia una di quelle, cbe costit 



[liziale di quett J 

generalid 4H 
a verificam i«|jj 
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Presumiamo dimque che il siscenu integrale esisu e cbe Tequa- 
nooe 

(12) Jr(», v)==K'(u; v'), 

seoza esser verificau idendcamente, oe sia una conseguenza. Differen- 
ziaodola, a ha 



(13) 






5ir" 



dv 



9K' , , 3Jf. , 



equazion^ che dev'essere una cODsegueoza delle (i), sicch^ eliminando 
du', dv', la risultance 



^ du' 
dK- 

' dv' 



dK. , dK , 

-ir—du-] ^ dv 

du ' dv 
cosi du 






-0' 



") 



alle due equazioni 



; sodisfatta qualuDque siano i valori di du, dv; d6 conduce 



dK .fE .dK' ./T ,dK' 
da y E' du' ' y G dv 



dK 

dv 

che scriveremo cod 

(■4) 

ponendo per breviii 






jf. = jir;cose + ir;scn9, 



(«s) 



- = K 



Anche le (14} dovrebbero esser sod'tstalte in virtu del sistema in- 
le, e siccotne oelle (12), (14) si hanno gii tre ei^uazioai, bisogna 

die queste appuato costituisauio ule sisieoia. lodagbiamo le coodizioni 

aiBiiche )a cosa stia cosi 

tEIiminando •) fra le (141, si oitiene 
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ora uno sguardo alle (15) fa scorgere che i due membri di questa ^ 
quazione sono i parametri dtfferenziali del 1° ordine di Beltrami delle 
due funzioni K^ K\ ond'essa pu6 scriversi con la solita notazione cosl* 

(16) ^K=^'K'. 

£ questa una nuova condizione, che riguarda le due superficie. 
Anch'essa, come cons^uenza del sistema int^ale, pu6 esser trattati 
come la (12), e quindi conduce alle condizioni 

( A. = A:cose + <sene, 
^'^ ( \ = — A',sene + A^cose, 

ove per breviti si £ posto 

(18) — = -:r — = A^ , -—^ -^ — = A„ , etc. 

EHminando 6 fra le (17), si perviene ad una nuova condizione ri- 
guardante le superficie, che con la stessa notazione pu6 scriversi 

(19) AA/ir = A'A'ii:'. 

Finalmente, sommando le (12), (16), si ha un'equazione, che dev'es- 
sere pure una cons^uenza del sistema int^rale, e quindi, trattata come 
le precedenti, conduce all'altra 

^{K^!iK) = A' (/f' -f A' /£-')> 
ossia, sviluppando, 

A/f-f AA/i:-}-2v(/i:, Aiir) = A'/i:' + A'A'/i:'-f.2\7'(ii:', ^'K% 

ove V 6 il parametro differenziale misto di Beltrami ; in virtd delle (16), 

(19), resta 

(20) v(if, tiK) = V{K\^'K^). 

Anche alle (19), (20) dovrebbe applicarsi il procedimento prece- 
dente, per esprimere che esse sono conseguenza delle equazioni integrali; 
per6 le condizioni, alle quali si perverrebbe, non sarebbero piii distintc 
dalle precedenti. 

Infatti esse esprinierebbero sempre eguaglianze di parametri diffe- 
renziali relativi alle due superficie. Ora le (12), (16) stabiliscono uoa 
corrispondenza fra i punti di queste, e le (19), (20), che debbono essenic 
conseguenze, assicurano, com'6 noto, la trasformabiliti delle due forme 
differenziali rfj% ds'^ Tuna neU'altra, o, in altri termini, esprimono che 
le due superficie sono applicabiU e la corrispondenza d'applicabiliti h 
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stabilita dalle (12), (16). Le ulteriori condizioni sopra cennate sono 
dunque conseguenze delle precedent! *). 

8. Finora abbiamo trovato condizioQi necessarie affinch^ le equazioni 
(12) K=K\ 

( ii:. = ii::cose + iir:sene, 

cosrituiscano il sistema integrale, e queste condizioni sono: i** le (16), 
(19), (20) riguardanti le due superficie; 2° le (17), le quali, oltre ad 
avere per conseguenza la (19), dinno pure un'altra equazione, che de- 

termina 0, dod 

A A' — A A' 

(21) tange= -^^ ^-^- 



f • 



A A' + A A' 

Ora ci rimane il c6mpito di dimostrare che queste condizioni sono 
anche sufficient!. Anzitutto sari facile dedurre che la (21) 6 una con- 
seguenza delle altre condizioni e delle equazioni (14)9 ed a tal uopo 
basteri dimostrare che il valore (21) di tangO t uguale a quello fornito 

dalle (14), cioe 

*v K^ K^ — K^ K^ 

"^^ - k,k:-\.k,k: ' 

Eguagliando questi due valori si ha di&tti 
la quale si pu6 scrivere 
or si ha 

onde I'eguaglianza precedente t verificata in virtu delle (16), (19), (20). 
Resta dunque a dimostrarsi che queste ultime ore condizioni sono 
sufficienti. Or essendo gii dimostrato che, sc le (14) sono sodisfattc, 
la (12) verifica le equazioni differenziali, basteri inoltre dimostrare clir 
le (14) stesse le verificano in virtu delle anzidettc equazbni suppimtc 

♦) V. BiANCHi, Leiioni di Geometria dijfereniiaU, Pisa 1894, n" ^^4 ; \)hnnn\n, 
op. dt, n» 677, 6^y 687. 



a80 M. O EBB I A. 



sussistenti. Dobbiamo dunque differenadare le (14), e nelle equazioni cosl 
ottenute sostituire du'y dv\ JO con le loro espressioni per diHy dvioc- 
nite dalle equazioni differenziali date ; allora i coefficiend di quesd due 
differenziali dovranno esser nuUi per effetto delle presume eguaglianze. 
Fatto il calcolo, nel quale si osserveranno pure le (14) stesse, si otter* 
ranno per quesd coefficiend le espressioni che seguono, di cui le doe 
prime provengono dalla prima equazione e le due ultime daUa seconda: 

-^- KXK - «:,cose -f- R: sene)|/£. 

Da queste deduciamo, osservando ancora ie (14), 

I dK' 1 dK' 1 dK, , 1 dK, 



a — a = — 
12 -- 



a = ^=:^- — i: -I ^ — s J — '- 

^v ^n "h ^n ^v H" ^v ^1 ^l ^1 > 
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or questa espressione i idendcamente nulla; infatci si ha 

-L^ = — ^-^+if R JL^= .^^Aa.k R 

da cui 

Ye ^^ fG dv ' *' " " '^ * 

abbiamo dunque 

(22) a,, — fl,. = 0. 

Inoltre 

^.. + ^« |/£> da' "T" ^, g^r |/£ dtt |/G dv 
ora, denotando con A, il parametro differenziale del 2^ ordine di Beltrami, 

}fEG\^u\\ E du/^dv\y G dv/J 

ossia, richiamando le espressioni di R^y R^, 
si ha quindi 

«.. + «« = A:m-A.(n 

e poiche il secondo membro 6 nuUo in virtu delle ipotesi (n** 7), 

(23) ^.1 + ^aa = O- 

Infine, per le relazioni 

' dv ^ " dv 2 dv^ • I vj 2 dv ' 

applicando le (14) stesse, e richiamando le apposizioni (18), si deduce 
2(fl../f. + a,,KJ = a: cose + A;sene - A., 
2(«„^. + «„iirj = - a: sen 6 + a: cos e - A„, 

Rmd, Cirt. Mat0m. PaUrmo, t. XX (1905). — Sumpato il i) luglio 1905. 36 
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dove i secondi membri sono nulli giusta le (i7)> che abbiamo dimostrato 
esser cons^uenza delle (14), (19)9 sicchd abbiamo 

Dalle (22), (23) si otdene 

ai ^12 > 22 ••11 > 

per cui le (24) divengono 

K a -4- K a =0. 
— ifa -4-/ira =0: 
adunque, eccettuato il caso che sia K^ -^ K^ = \K = o, si ha 

a = o, a = o^ 

, II > la ^> 

e quindi 

a = o, fl = o. 

••a I ^> '•aa ^* 

Cod 6 dimostrato Tassunto. Nell*ipotesi eccettuata si ha K^=K=Oy 

dK d K 
dot -^— = -^— =: Oy K = cost. ; si 6 quindi nel caso delle supcrfide 

a curvature costand, ch'^ stato trattato separaDmente. 

9. I risultad del presente paragrafo si riassumono nella seguente 
proposizione : 

Affmcht le equa:(ioni del rotolamento siano integrabili con Vagoiunilont 
di una sola eguaj^ione di legame, t neussario e sujfficiente: f cheillt^am 
aggiufito consista nell'esscre impedito il giramento ; 2° che le due superficic 
siano applicabili, Eccettuato il caso che le due superjicie abbiano la nudcsima 
curvatura costanie, nel quale i punti di contatto possono essere qualunquc, 
essi sono quelli, che si corrispondotio nelVapplicabililL 

§3- 
Studio di un caso particolare notevole. 

10. Abbiamo differito di riguardare il caso particolare che i secondi 
membri delle (8) siano nulli. Allora il sistema integrale, a cui conduce 
il metodo adottato, pu6 assumere una forma piu sen plice in quanto 
che, invece di contenere le derivate delle curvature geodetiche, conriene, 
come vedremo, semplicemente queste curvature. 
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Se le equazioni 

j i?. sen 6 + i?, cos e - ^, = o, 
^ ^^ I — *.cose + X,sene4-j?; = o 

si suppongono costanteniente sodisfiitte, la risoluzione delle (8) di ^!=o, 
b* = 0, ciod 

le quali non sono altro che le (25) stesse risolute per jR^, R^. Una 
terza forma di queste equazioni si ottiene eliminando 6, cio6 

!D2 I ni nr 2 i nt 2 
^m'T ^v ^n "T ^v 9 
A,A^ -f- A^A^ 

La terza delle equazioni differenziali (4) esprimente la mancanza di 

giramento t allora 

de = o; 

il sistema delle tre equazioni differenziali ha dunque come uno dcgl^in- 

tegrali 

(26) 6 = cost. 

11. A questi risultad possiamo anche pervenire direttamente doman' 
dandoci s'egli d possibile integrare il sistema delle equazioni different 
ziali (i) del rotolamento nelllpote^ di 9 cosunte. Allora il numero delle 
variabili t ridotto a quattro e, coo le notazioiii ^dotutt al if 5, k a;n' 
dizioni d'int^rabiliti sooo le due seguenti 

ora imo sgoardo 2^ srSag^ (7) d ix subito ^ccfKfi^ttt che queue e^jo^ 
zioni sono appunto le (25). 

1 2. A vmo ITiMegrale (2^ in^ece £ dedorre gli altri dije 4al tiV^ 
ma generale u»dtmu> dalle (r2>, ((4> cocniece r^^giiar^ la tra:a2k>ne 
^x novo. 

AnTimno le (25) jcaacao easer io<£s£i:se ^denccatnen^ ; a d6 ti 
richiede die *., M^ da. vaa parje ed itj, *; itiTaitra ttttu> c//irjtt,6 
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assolute, e la prima (25)** confrontata con la (11) d rivela che le due 
superficie debbono avere la medesima curvatura costante negativa *). 
n sistema delle equazioni differenziali t allora illimitatatnente iDt^rabile, 
ed il contatto iniziale pu6 awenire per due punti qualunque delle due 
superficie. 

13. Eccettuato questo caso, resta Tipotesi che le (25) siano cons^ 
guenza del sistema integrale ; e poich^ restano a trovarsi due soli 
integrali, t necessario che quesd siano appunto le (25). Cerchiamo le 
condizioni perch^ ci6 awenga, e per questo esame scegliamo la forma 
(25)**, che, ponendo per breviti 

scriveremo cosl: 

( h=h; 

(25)** J tane — ^«^^~ ^'^'' 

Le condizioni percbd b prima di queste sodisfi le equazioni (i) si 
ottengono con lo stesso procedimento seguito nel § precedente per Tcqua- 
zione K = K': esse sono 

( H. = //:cose + i/:sene 

^^^ \ H^ = - //:.sene + if: cose 

con le apposizioni 



2 

2 






Le (27) possono anche mettersi nella forma 

Per essere la prima di queste conseguenza del sistema integrale, 
debbono sussistere le 

( A. = a: cos e 4- a; sen 6, 
^ ^ j A„ = — A^sen e -f a;cos 6, 



*) Cfr. BiANCHi, op. dt., n" 91. 
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ove 

e queste possono anche assumere la forma 

tang e =z= « ^ . ^ ' . 

Infine dalle precedenti, con procedimento analogo a quello segulto 
al n® 7, si deduce Taltra condizione 

(29) v(i?, Afi) = v'(H', A'i/'). 

Da questa e daUe condizioni H=H\ \H=li'H\ ^\H=li'^'H' 
si argomenta che le due superficie debbono essere applicabili *). Noi 
chiameremo queste quattro le condizioni d* applicability, sebbene esse siano 
sufficiend, ma non in generale necessarie perch^ Tapplicabilid sussista. 

Abbiamo poi ottenuto due nuove espressioni di tang 6, e dobbiamo 
domandarci se la loro eguaglianza con quella fornita da (25)** sia con- 
seguenza delle condizioni d'applicabiliti o introduca nuove condizioni 
relative alle due superficie. In quanto all'eguaglianza fra loro dei due 
valori (27)*, (28)*, essa pu6 mettersi nella forma 

(if. A. - H,AXH.\ + H,\) = (H>: - HI ^OiH'.K + HlKl 
ch'd una cons^uenza delle condizioni d'applicabilitd in virtu delle relazioni 



H,\ - H,^, = }/\H.\\H-v\H,Mr), 

L'eguaglianza, poi, fra i valori (25)**, (27)* di tang 6 pu6 mettersi 
analogamente nella fonna 

Or dalle (25)*, (27) si deducono le relazioni sostituibili alle (27) 
stesse: 

di cui la precedente t una conseguenza. Ma queste due ultimo quadrate 

e sommate dinno 

H^H=H'^'H\ 



*) Darboux, op. oL, n' 686, 687. 
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che dipende dalle condizioni d'applicabiliti : resta diinque una sola con- 
dizione nuova o, come diremo, supplementare, e come tale pu6 sc^Uersi 
una qualunque delle (30) *). 

Era da aspettarsi la comparsa di nuove condizioni relative alle due 
superficie oltre quelle di applicability, perchd, oltre a volere che le con- 
dizioni di rotolamento siano integrabili, noi richiediamo che grint^rali 
abbiano una forma pardcolare. 

14. Dobbiamo ancora esprimere che la seconda (25)** sodisfa k 

equazioni differenziali o, in altri teniiini, che il relativo valore di tangOi 

costante, avuto riguardo alle (i). L'espressione di questo valore puo scri- 

vcrsi 

a — a' 



T = 



I + aa' ' 
ove 

T = tang e, * = ]^ > *' ~ ^ ' 
c la costanza di tang 6 risulta espressa dalle due equazioni 

I dT , I dT A , I 5'^ A 

-7=- •:^ r -1=^ ^=r-, ^os + -7= 17-7 sen = o, 

(31) / 

-= ^r ;= ^r-, SeU 6 + -—= ^— COS 6 = o. 

Aggiungiamo le apposizioni 

c _ Wp ^^. p ^K\ c _ Wp 5^. p ^^.\ 



*) Assunta come supplementare una delle (30), per esempio la seconda, sotto 
il riguardo algebrico non ne consegue necessariainente la prima, ma pu6 conseguirae, 
invece di questa, Taltra 

R^ H^ -^ R^ H^ =z — (R^ HI — R^HI^ , 

poich^ da quest'ultima e dalla seconda (30) risulta medesimamente la H£iH= H'^B!. 
Per6 quest'alira devVssere esclusa, perch^ non compatibile con le (25)*, (27). Essa 
sarebbe valida se, stabilendo le equazioni (i), si scegliessero i sensi positivi delle curve 
tt, V, f/, t/ tali, che le rispettive tangenti costituissero due sistemi di assi cartesiani 
non congrumii (cfr. il n° i). Se invece si assume la prima delle (30), alia seconda 
non deve mai sostituirsi Taltra 

Ru H^-\- RyHy = — (i?J, HI 4" ^v ^v)' 
Lascio alia cura del lettore di verificare queste asserzionL 
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w 


Si ha : 


» 

dr ] 


I dr 


I drda 

da' 

I da 
fGdv 


, etc. 


I +a» 




da. (i 
I da 




(I 


+ a a')' ' 
etc., 



con la sostituzione dei quali valori, ed avuto riguardo che la if = H', 

pu6 scriversi 

I +a^' _ I +a' 



le (31) divengono 
(31)' 



S, = Si cos e + S;, sen e, 
S, = — S^sene 4- S^cose, 
e possono anche scriversi 

( S' + S' = S' 4-5'*. 

(3O** I « S S' — S S' 

f ^"S" — 55. _i.S 5- • 

A prima vista pu6 credersi che la prima di queste, e Tequazione 
che si ottiene eguagliando quest'ulrimo valore di tang al valore (25)**, 
cioi I'equazione 

(RJ.-KS,XKS^+KSj)=(iR:S'^-R:s:,XKS,+KS:), 

siano ulteriori condizioni supplementari ; ma non 6 cosl, e la nuova con- 
dizione supplementare t una soltanto. Per riconoscerlo 6 pii!i semplice 
operare sulle (31)*: combiaandole con le (25)*^ se ne deducono le due 
altre ad esse sostituibili 

, V ( Ru^v — K^u = KK — K^ly 

( ^1. 5« + K ^v = K ^n -i- K^v- 

L'uldma eguaglianza e una conseguenza immediata di queste, e ne 
consegue pure, quadrando e sommando, la prima delle (31)^. Ma da 
esse, in virtu delle precedenti, si deduce una relazione dipendente dall'ap- 
plicabilitd; infatti, sottraendo dalla seconda (30) la prima (32), si ottiene 

R,iH, - SJ + RXK + S.) = KiH: - S:) + R'XH^ + SI). 
la quale, osservando i valori di H,, . . . S„, etc., e la ff = H', si ri- 
duce a 

f ^ I di?. , I BR I dR', , I BK 

^33; ^ dtf '^ f& dv yWdu' '^ y^' dv' ' 
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Ora in questa, tenute presenti la (ii), e la H = H' stessa, si riconosce 
I'eguaglianza delle curvature gaussiane: essa h dunque cons^uenza dd- 
I'applicabilitd. Dunque la costanza di 6 introduce soltanto una seconda 
condizione supplementare. 

Da questo risultato e dai precedent! si conclude cbe abbiamo in 
tutto due condizioni supplementary Come tali possono scegliersi una 
delle (30) ed una delle (32), evitando per6 di accoppiare le due, die 
hanno dato per combinazione I'^uaglianza delle curvature. 

Di queste quattro equazioni pu6 farsi un'altra notevole combina- 
zione, aggiungendo alia prima (30) la seconda (32) : cosi si ottiene 

KiH, + SJ - R^iH, - SJ = R'XHl + SO - RKH: - S.), 

che si riduce a 

e questa pu6 assumersi come una delle supplementary 



9 



15. Le condizioni d'applicabilidk, p'rese insieme alle due supplemen- 
tari, oltre ad essere necessarie, sono anche suflBcienti perch^ esista un 
sistema integrate della forma (25) con 6 costante. Infatti esse esprimono 
che questo sistema sodisfa le equazioni differenziali, e d'altra parte esse 
sono tutte quelle, a cui conduce il criterio di necessity. Per dimostrare 
quest'ultinio punto si osservi che tutte le anzidette equazioni sono della 
forma <p(m, z;) ^= ^'Qi\ v'), e quindi le ulteriori condizioni, a cui con- 
durrebbe il prosieguo del metodo, consLstendo sempre in eguaglianze 
fra parametri difi'erenziali delle funzioni 9, 9', sono conseguenze del- 
Tapplicabiliti *)• 

Osserviamo ancora che Tintervento delle due condizioni supplemen- 
tari, oltre quelle d'applicabilitd, non menoma la generaliti delle due su- 
perficie rotolanti, purchi applicabili, ma semplicemente, scelto comunque 
sopra una di esse un sistema di linee coordinate ortogonali, il complesso 
delle anzidette condizioni vale a determinare sull'altra il rispettivo sistema 
siifatto compatibile con la costanza dell'angolo 6. 

16. Le due equazioni supplementari possono mettersi in un'altra 
forma che, sebbene non sia la piCi semplice, d la piii elegante, in quanto 



•) Darboux, op. cit, n° 677. 
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contiene soli parametri diflferenziali. Sviluppando la A // = A' //' con 
Taiuto delle formole 

A(9 + ^) = A(p + A^ -j- 2V(9> ^)y 

^(9') = 49'^?> V(9'> V) = 49^'V(9> +)> 
essa pu6 scriversi : 

K'A K + R'AK + 2R,RMR. , RJ = K'^K + K + ^R'XvXK , K) , 

e la prima (31)**, ove si sostituiscano le espressioni di i\, S^, pu6 scri- 
versi : 

R>R.+R>R-2RX<Ru, R,)=K^'R:-\-R'>'R'-2R'uR'y(R:^Kl 

dalle quali, sommando ed avendo riguardo alia H = H\ si ottiene 

iiS) i^R, + ^R^ = ^'R:-\-^'R:. 

Poi, quadrando e sommando le (33), (34)> si ha 

nelk quale i terzi termini sono gl'invarianti 8 introdotd dal Beltrami e 
legad alle A, v ^^^ relazione 

osservando la (35), se ne deduce 

(36) B(R„R:) = B'(R'„ R[). 

Le (35), (36) sono le due forme delle equazioni supplementari, a 
cui accennavamo. 

£ pur notevole un'altra eguaglianza fra parametri differenziali, non 
per6 disdnta dalle relazioni precedenti, che si ottiene quadrando e som- 
mando le equazioni (31) risolute pei primi termini e facendovi le sosti- 
tuzioni (a): essa i 

(37) ^ (arc tang -^ \ = ^' |^arc tang ^ J . 

S4. 

Deduzione dal caso particolare precedente 
di una propriety generate delle superficie. 

17. Risulta dalla trattazione del § precedente che due superficie ap- 
plicabili possono riferirsi a due sistemi rispettivi di linee ortogonali, in 



*) Beltrami, Ricerche d'analisi applicata alia geomeiria, $ XIV; Darboux, op. 
dt, D® 673. 

Ctrt. Msimm, FaUnm; t. XX (1905). — Sumpato il 13 lugUo 1905. 
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guisa che, per ogni coppia di pund corrispondend e per un valor co- 

stante dell'angolo 6, siano sempre 

(2,^ i i?: = /f.cose + i?.sene, 

^ ^^ I /?: = — if,sene-f iJ^cose- 

Noi possiamo evidentemente riferire questa proprieti, invece che a doe 

superfide applicabili, ad una stessa superficie, ed allora le curve u' sono 

le traiettorie obblique o isogonali delle curve u sotto Tangolo 6, e le t^ 

sotto Tangolo 6 -| . Diremo che in tal caso i due sistemi di curve 

ortogonaii Uy v td u\ v' sono isogonalL 

In un piano tangente qualunque all'unica superficie le tangend aUe 
curve Uy V Q \t tangend alle curve u'y v\ che passano pel punto di coo- 
tattOy possono considerarsi come due coppie di assi cartesiani ortogonaii 
di comune origine, e le formole di trasformazione delle reladve coordi- 
nate sono 

( X = x' cos 6 — y' sen 9, 

^^ ^ ( y = x'sQn^ + y' cos 6. 

D'altra parte, tacendo nelle (25) 

R[ = - U', J?: = - F', 

possiamo scriverle 

( [/'= 17 cos 4- FsenO, 

^^^^ f r' = - [/'senO-f- T'cosO. 

Se riguardiamo t7, F ed U\ V come coordinate pluckeriane di 
retta relative ai due cennari sistemi di assi, il confronto di questeequa- 
zioni con le (38) fa riconoscere che esse non son altro che le formole 
di trasformazione di queste coordinate nel piano tangente. Dunque la 
retta, che rispetto al primo sistema di assi ha le coordinate 17, V, coin- 
cide con quella, che rispetto al secondo ha le coordinate U\ V legate 
alle prime dalle equazioni (39). 

I segmenti, che questa retta stacca dai primi assi sono i raggi di 
curvatura geoderica p^, p„ delle curve v, m, ed i segmenti che staca 
dagU altri due assi sono i raggi omonimi p^, p'^ delle curve v\ u'. Le 
estremiti di questi segmenti non son altro che i centri di curvatura geo- 
detica delle quattro rispetrive curve ; questi centri giacciono dunque sulla 
indicata retta, e quindi: se sopra una superficie si tracciano due sistemi 
isogonali di curve ortogonaii, le quattro curve che passano per uno stesso 
punto vi hanno i centri di curvatura geoderica sopra una retta. 



SULLA zntegrabilitX dbllb condizioni di rotolamento, etc. 291 

Segue da ci6 che, tenendo fisse le curve u, v e facendo variare 
6, a centre di curvatura geodetica della w', per ogni punto della super- 
ficie (come pure quello della v')y si muove sulla congiungente i centri 
omonimi delle due curve Uy v passanti per lo stesso punto. Diciamo iso- 
gondii due sistemi di curve quando ogni curva di uno di essi t la traiet- 
toria obliqua di tutte quelle dell'altro. Siamo dunque pervenud al se- 
guente teorema: 

Se sopra una superficie si tracciono quanti si vogliano sistemi di curve 
due a due isogonali, le curve dei diver si sisiemiy che passano per uno stesso 
punto, vi hanno i centri di curvatura geodetica in linea retta. 

II sistema delle rette luoghi di questi centri di curvatura geodetica 
pei diversi punti della superficie h determinato da un solo sistema fon- 
damentale di curve (le u) e costituisce utui congruen^a, 

Dal precedente teorema si deduce come corollario la seguente pro- 
prieti avvertita dal sig. P. Massimi *): 

Se un sisuma di curve h iso^onale con un sistema di geodetiche, in 
ogni punto la curvatura geodetica di ciascuna di esse t uguale a quella della 
parallela (ortogonale alle geodetiche) moltiplicata pel seno delVangolo, che la 
:urva forma con la geodetica. 

Con le formole (25) si dimostrano pure facilmente due teoremi 
redproci dovuti al sig. Blutel **), e che possono enunciarsi cosl; 

Se, sopra una superficie, due sistemi isogonali di curve sono tali, che 
le curve dei due sistemi, che passano per ogni punto vi hanno curvature 
geodetiche di rapporto costante, essi sono isogonali con un sistema di geode- 
tiche, e reciprocamente. 

£ pur notevole il caso particolare del nostro teorema riferentesi al 
piano, nel qual caso le curvature geodetiche diventano curvature ordi- 
narie di curve {nane. 

Integrazione delle equazioni differenziali 
del rotolamento per raggitmzione di due legaml. 

18. I due legami aggiunti apprestano due equazioni sia differenziali, 
sia in termini finiti; e poich^ in questo secondo caso possiamo sostituire 



*) Atti ddl'Accademia Pontificia dei Nuovi Lined, t. LII (1899), pp. ia6-lS4. 
**) BaUetm de la Sod6t^ Math^matique de France, t XXVII (1899X ?^ '* 
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alle equazioni di legame date quelle che se ne deducono diflferenziandole, 
abbiamo in generale due equazioni differenziali da aggiungere alle due, 
che esprimono la condizioue di rotolamento, ed in tutto quattro equa- 
zioni fra cinque differenziali, cio£ un sistema di quattro equaaoni simul- 
tanee a derivate ordinarie del i° ordine fra altrettante funzioni incogoite; 
il sistema d quindi integrabile. Se le equazioni aggiunte sono direttamente 
differenziali, I'integrazione introduce quattro costand arbitrarie determioa- 
bill con Tassegnazione dei valori iniziali delle cinque variabilis dod dispo- 
nendo arbitrariamente dei punti iniziali di contatto e dell'orientazione 
relativa iniziale delle due superficie. Se le equazioni aggiunte sono m 
termini finiti, esse fanno parte del sistema integrale, e con ci6 mancano 
due delle quattro costanti; ma, in compenso, si possono eliminare due 
variabili e determinare coi valori iniziali arbitrarii delle tre altre le due 
costanti che rimangono, dopo di che le equazioni aggiunte faranno de- 
terminare i valori iniziali delle due variabili eliminate. 

19. Merita una particolare attenzione il caso, in cui le equazioai 
aggiunte siano in termini finiti e non contengano 6. Esse allora possono 
mettersi nella forma 

u' = <p(tt, v), 



(40) 

da cui, differenziando, 

(41) 



du' = (f[du -f (fldv, 

dv* = ^l^t* -f" Vv^'^' 
Associando queste ultime alle equazioni del rotolamento, si ha un 
sistema di quattro equazioni lineari omogenee fra i quattro differenziali 
duy dVy du\ dv\ eliminando le quali, risulta un'equazione in termini 
finiti, che determina 6. Difatti le equazioni del rotolamento diventano, 
applicando le (41), 

, . i (l^>l -l^cose)rfu + (|/£'?; + |/Gsene)rfi; = o, 

da cui, eliminando duy dv e ponendo tangO z= t, si ottiene Tequazione 

di secondo grado in t 

At' — 2fiT+ C = o, 
ove 

B = iVFG' Y„ + fE^ fi) {)/J: f: <p: - fG&i/',) , _ 

C = iVEG'if'^ + !/£' G9'.y - [VE^'WA: - 9'Ad + VEGI 
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A ciascuna delle radici di quesca equazione corrisponde una cop- 
pia di espressioni di sen 6, cos 6, che sostituite nelle (42) le rendono 
Tuna conseguenza dell'altra. Se allora in una di esse esprimiamo E\ G' 
in funzione di «, v mediante le (40) otteniamo un'unica equazione dif- 
ferenziale fra w, v, du^ dv^ Tintegrazione della quale introduce una co- 
stante arbitram. Questa puo determinarsi assegnando il valore di Vy che 
corrisponde ad un dato valpre di u, cio^ iissando il punto iniziale di 
contatto sulia prima superficie, dopo di che le (40) fissano sulla seconda 
il corrispondente punto iniziale di contatto, mentre Tespressione di t fa 
determinare il valore iniziale di 6. 

20. Siccome dalle equazioni (i) del rotolamento deriva ds* = ds'*, 
la simultaneity di queste con le (40) rappresenta il problema seguente: 
stabilita una corrispondenza fra i punti di due superficie, trovare su di 
esse le curve cosdtuite da punti corrispondenti, e tali che gli archi cor- 
rispondenti siano uguali. Questo problema i ben noto in cartografia, 
dove le curve anzidette chiamansi isoperimetriche, e si sa che per ogni 
punto di ciascuna delle due superficie ne passano in generale due, quan- 
do sono reali, come del resto risulta dall'analisi precedente. 

Non insisterei dunque piCi oltre su questa quistione, se non fosse 
per approfondirne una parte^ che mi sembra soglia essere dai cartografi 
trascurata, forse perchS di poco interesse pel problema cartografico, ma 
che intanto ne ha molto per quello cinematico, voglio dire lo studio dei 
luoghi singolari associati all'equazione diflferenziale delle curve isoperime- 
triche. 

S 6. 

Sui luoghi singolari relativi al problema 
delle curve isoperimetriche. 

21. Giova riassumere la quistione, che si presenta in cartografia, e 
che di luogo come caso pardcolare alia considerazione delle curve iso- 
perimetriche, alio scopo di proseguire con le considerazioni che vogliamo 
aggiungervi, tanto pii!i perch^ nei trattad sulla materia, intend principal- 
mente alle applicazioni, non se ne mette forse in sufficiente luce I'aspetto 
algebrico per noi a preferenza importante. 

Conviene scegliere come coordinate suUe due superficie due sbtemi 



di curve corrispondend e farle dipendere dai valori di una stessa co[>^^ 

di variabili u, v. Con ci6 le equazioni (40) del paragrafo precede^^^^ 

diventano identiti, e le forme ditferenziali (i 5*, ds'^ prendono le espr-cy. 

sioni 

I ds' = (f = Edu' + iFdudv + Gdv^ 

^^^^ \ ds'' = \ = EJu' '{' iF^dudv -{- G^dv' 

(ove f, ^ sono nuove denotazioni da non confondersi con quelle dd 
5 precedente). La quisdone che vogliamo riassumere t quella di studiare 
il modo come variano attomo ad ogni coppta di pund corrispondeDti i 
rappord fra gli archi infinitesimi corrispondend. 
Consideriamo I'equazione 

(44) 9 + ^4' = o> 

riguardandovi Uy v come costand e du^ dv, "k come variabili. Divisaper 

dv^ essa prende la forma 

(44)* * + XV = o, 

ove 



* = ^.(5^)'+^'.J^ + «.- 



e determina il valore dcUa derivata -7— , pel quale Tarco elementare della 

dv ^ ^ 

prima superficie subisce rispetto a quello corrispondente della seconda 
Tespansione — X. Essendo quadrarica, essa di in generale due di sitiatti 
archi per ogni valore di X. 

Per determinare i valori di -j- , cui corrispondono i massimi ed i 

minimi valori di X, basta eliminare X fra la (44)* e I'equazione 

^(4> + XW) _ 
,du —^' 
dv 

e ci6 fornisce un'equazione, che pu6 scriversi 

(45) (^EF^-FI:;)du* + {EG^ — GE;)dudv-^(FG^—GF;)dv'^o. 

II primo membro di questa ^ il covariante quadratico simultaneo 
delle due forme date, cioi, a meno di un fattor numerico, il loro deter- 
minante funzionale. £ noto che, denotandolo con 5r, si ha identicamente 
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ove 

sono grinvarianti del sistema delle due forme date *). Ne segue che l*e- 
liminazione di ^ fra le (44), (45), che dari i massimi ed i minimi di 
X, pu6 efFettuarsi eliminando 9, ^ fra la (44) e Tequazione 

cio6 che i sudetti massimi o minimi sono le radici X', X" deU'equazione 

(46) D+2D'X + D"X* = o. 

II primo membro di questa 6 il discriminante della (44) rispetto a 
duy dvy onde segue che pei valori X', X" di X, i due archi infinitesimi 
d'espansione — X hanno la stessa direzione su ciascuna delle due super- 
ficie, ed a ci6 corrisponde il fatto algebrico, che per questi due valori 
(p-f-^^' diventa un quadrato perfetto, o che possiamo porre 

^^^^ j 9-1- X" 4- =71% 

dove ^, Ti sono espressioni lineari in du, dv, cio^ 

,3. i i = V E-\- yE, du + VG -t- VG'd v, 

^ ^ { Ti = |/£ -f- •k"E,du + f G -I- X" G,dv. 

Intanto dalle (47) si ricava 

f — y y ' 

^ ~" X' — X" • 

Denotando con it, p i divisori integranti delle espressioni (48) di 
^, Y|, possiamo definire due nuove variabili w, , v, mediante le equazioni 

e quindi possiamo scrivere le (49) cosl: 

— TC'Vdtt^-f-p'X"<iv; 
'* ~ X' — X" 

^ ~" X' — X" 



*) V. Clebsch, Tbtorie d«r biniren algtbraiscben Fomun, % 57. 
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queste manifestano che, assumendo come nuove variabili le u^ , v^ in- 
vece delle Uy Vy le due fortne differenziali date si riducono simultanea- 
mente a forma canonica, cio^ 

ove 

®« = V — v ' ®i = — V — y • 

Sostituendo nell*espressione precedente di is* i valori (49) di 9, ^, 
ed osservando che >', >" sono le radici della (46), si ottiene 

^' = — D"$'yi\ cio6 5r = l/irD^$yi; 

dunque ^, » sono, a meno di un coeflBciente costante, i fattori lineari 

di 3r, e perci6 E = o, y; = o dinno i valori di -7— , a cui corrispondo- 

no i massimi o minimi di X : in altri termini le corrispondenti direzioni 
su entrambe le superficie sono le tangenti alle curve Uj=cost., v^tzrcost, 
Queste poi costituiscono sull'una e suU'altra superficie un doppio sistema 
di linee corrispondenti ed ortogonali (teorema di Tissot). 

I ragionamenti precedenti presuppongono che le radici X', V siano 
dovunque, salvo che in punti isolati, reali e disuguali. Or esse sono ef- 
fettivamente tali, eccettuato il caso che la rappresentazione delle due su- 
perficie Tuna sull'altra sia conforme *). Ed infatti il discriminance della 
(46) pu6 mettersi identicamente nella forma 

D'^ _ £)£)" = — [(f G, - GEy — ^{EF^ - f £,)T 

EG — P 

ond'6 che, esseado EG — F* sempre positivo, questa espressione d sem- 
pre positiva, e non pu6 annuUarsi, se non quando si abbia 

E__F__G_ 
E.~~ F~ G. • 



*) i, evidente che, sc la rappresentazione 6 conforme, non v*^ rotolamento pos- 
sibile, eccettuato il caso che il rapporto di similitudine degli archi infinitesimi sia Tu- 
nit^ ; ma in questo caso le due superficie sono applicabili, e I'argomento riviene a quello 
tnittato nel $ a. 
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Se queste sono sodisfatte dovunque, la rappresentazione £ conform^ 
diversamente esse determinano i pund spedali, per cui Feguaglianza delle 
due radid si awera. 

22. Se nell'equazione (46), invece di riguardare come costand le 
Uy Vy riguardiamo come tale a, essa rappresenta per ciascuna superficie 
il luogo del pund, pei quali le tangend alle due curve di espansione 

— X coincidono. Ma noi vogliamo prender di mira questo luogo da un 
altro aspetto. 

£ noto che, se /(x, y, jp') = o I ove jp' = j^ ■ 6 un'equazione 

differenziale del 1° ordine, e si elimina y' fra questa e h ^ = 0, siot- 

dene un'equaidone, che generalmente appardene al luogo dei pund di 
regresso delle curve rappreseotate dall'int^rale geoerale, ma in pardco- 
lare pu6 rappresencare Tiiiviluppo di queste cur\'e (Fint^ale singolare) 
quando I'espressione di ^p da essa ricavata sodisfa Tequazione differen- 
ziale. Questo procedimento & appunto quello che i stato seguito nel n^ 
precedence cercando i massimi ed i minimi di \ per Tequazione (44)*) 
la quale, riguardandovi ora u, v come variabili e "k come costante, vo- 
gliamo trattare come equazione differenziale delle curve di espansione 

— "k. Ne segue che I'equazione 

(46) D + 2D"k + D"V = o 

rappresenta precisamente il luogo dei pund di regresso ed in casi par- 
ticolari I'inviluppo delle curve anzidette. 

£ questo il luogo singolare, che pel caso delle curve isoperimetricbe 
importa di considerare nel nostro problema cinemadco. 

Siccome la (46) puo mettersi nella forma 

D"(\ — !')(}. — y') = o, 

questa curva, su ciascuna delle due superficie, si spczza nelk due 
y — X = o, y — A =: o (dove ora bisogna considerare a', a" come 
funzioni di tf, v), quando pure queste equazioni non subiscano ulteriori 
eventuali spezzamentL Xoi chian:eren.o singolari queste curve. Lc loro 
equazioni possono esprimcrsi ptr tr.tzzo dc, coefficicnd delle {orn:t ca- 
Doniche, perchfe, tenendo presend h cspre^>:oni di (f, (5, (f ., 6.. t « 
considerazioni precedcnd, si ricono'>ce che e^se cfai-.algor.o allc ijt 

€ + >€, = o , (6 -f- y (g^ = o . 
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23. Linudamoci ulteriormente alle curve isoperimetriche, ie qaali 
corrispondoDO al valore >. = — > i. L'equazione differenziale di forma 
canonica di queste curve d 

da cui 

d 
d 






la curva non £ danque reale, se non quando e dove ($ — (K, , (S — ft, 
sono di segni contrari. 

L'equazione complessiva delle due curve singolari, che in coordinate 
corrispondead generali ^ 

D — 2D' + D" = o, 

si spezza nelle due >' -f" ^ = o> ^" + i = o> ^J^^ 9*^1^ se le espres- 
sioni degli archi elementari son date direttamente in forma canonica, si 
sostituiscono Ie due 

(8 — (ft, = 0, (S — (8^ = 0. 

Pei punti della prima di queste due curve -r~ diventa infinita, e 

quindi per essi le tangenti alle due curve isoperimetriche che vi passano 
coincidono fra loro e con la tangente alia curva v = cost. Del pari pei 

punti della seconda curva -7— si annulb, onde le tangenti alle curve iso- 
perimetriche coincidono fra loro e con la tangente alia curva u = cost. 

24. Per la seguente discussione poniamo per breviti 

® — (J,^ = ^ , (S - (S, = ^ 

e scriviamo Tequazione differenziale cosl 

edu^ -f- gdv^ = o . 

1° Caso generale, — Se n6 « n6 ^ sono nulle dovunque, le due curve 
singolari, se reali, sono effettivamente distinte, e rappresentano in gene- 
rale luoghi di punti di regresso delle curve isoperimetriche. Qual'^ la 
condizione perch6 una di esse, per esempio la e = o, costituisca un in- 
viluppo, nel qual caso sari essa pure isoperimetrica ? Bisogna che, all- 
minando du, dv fra l'equazione 

at* dv 
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e Tequazioae diferenzbk data, si octenga, in viitCi della € = o stessa, 
un'identiti *). UeliminazioQe di 

ossia, per la « = o, 

de 

a« 

bisogna dunque che e sia funzione della sob v. AUora su dascuna delle 

due siqierficie la curva singobre e = o t una curva v, 

Le curve singolari dividono ciascuna delle due superficie in regioni 
corrispondend, e queste saranno tali che, passando dall'una all'altra at- 
traverso una di tali curve, una delle differenze Cy g cambb segno ; cosi 
in queste successive regioni il contatto di rotolamento (reale) ^ alterna* 
tivanieute possibik ed impossibile. Una regione, per cui questo contatto 
h possibile, e dunque limitata da due curve singolari. Se queste sono 
entrambe luoghi di punti di regresso, il contatto di rotolamento, comin- 
date per ciascuna superficie in un punto della regione, prosegue per la 
curva isoperimetrica fino a raggiungcre una delle curve singolari, dove 
riiorna per il 'punto di regresso fino a raggiungere Taltra, e cosl di se- 
goito. Se per6 una od entrambe le curve singolari sono inviluppi, e perci6 
isoperimetriche, arrivato il punto di contatto su una di tali curve, pu6 
proseguire lungo di essa sempre, oppure, dopo averne percorso un arco 
finito qualunque, ritomare sopra una delle isoperimccriche inviluppanti. 

2® Cast particolari. — Se « = o dovunque, vi 6 una sob curva sm- 
golare, b ^ = o **). Allora Tequazione differenzble, ridotta a 

si spezza nelle due g^ = o, dv •= o. Le due curve isoperimetriche pas- 
santi per un punto qualunque si riducono ad unica, e queste sono le 
V = cost. La curva ^ = o i pure isoperimetrica : 

a) Pu6 quest'ultima essere un inviluppo? L'cquazione differenzble 
delle curve rispondenti all'integrale generate t semplicemente dv = o^ 
a cui assodando I'equazione 

dgj t dgj 
^du + -^dv = o, 
au * dv 



•) V. Forsyth, op. dt, 5 30. 

**) Non possono essere dovunque MmultincaiUMite / ^z o« ^ = o, perch^ ^Uora 
ie due radid X', X'^ sarebbcro dorunqut uguilL Cir, U o^ 21. 
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si otdeoe come condiaone a dd neoessaria 



da 

dot g funzione ddh sola v ; ma allora questa curva non 6 l^viluppo, 
aibbene una deUe curve rappresentate dall'int^rale generale. 

Considerato a parte questo caso a), la curva g=:o non pu6 propria- 
mente riguardara come luogo di punti di regresso dal momento che pund 
siffiitd non esistono : essa d semplicemente una curva isoperimetrica singe- 
tare in quanto d disdnta da quelle date dall'int^rale generale. Siccome 

-J— t sempre infinita, il rotolamento t reale per tuna una curva qua- 

lunque v^ quand'ancbe si attraversi la curva singolare. Raggiunta questi, 
pu6 bend il contatto di rotolamento proseguure per essa, per6 con di- 
scontinuiti dell^angolo 0. Nel caso a) il rotolamento reak awiene sem- 
pre per curve v. 

h) SCf oltre ad essere dovunque ^ = o» sia pure dovunque ^ = o, 

cioi g funzione ddla sola ti, la curva singolare ed isoperimetrica g = o 
i una curva u, e come tale t normale alle isoperimetriche v date dai- 
I'integrale generale. II rotohmento procede come nel caso generale con 
la particokriti, che il salto, che subisce 6 da un'isoperimetrica qualunqoe 
alia singolare, £ di on angolo retto. 

25. EsEMPii. — i.^ G)me esempio del caso generale addudamo il roto- 
lamento di una sfera sopra un piano quando la corrispondenza sia qudhy 
che efFettua la rappresentazione prospettiva della sfera. Per semplidti 
sc^liamo come centro della prospettiva il centro della sfera (proiezione 
centrograiica dei cartograii). Sia a il raggio della sfera, per la quale adot- 
tiamo le solite coordinate polari u, colatitudine, e v, longimdine, onde 

si ha 

ds' = a'(du' -^ SQn' udv') . 

Disponiamo il piano normalmente all'asse polare ad una distana/ 

dal centro della sfera, e scegliamo su di esso due assi ortogc 

dinate X, F, di cui I'asse delle X positive sia Tintersezione ool 

piano meridiano della sfera di longimdine nulla, onde si ha 

X = pxzngucosv y Y = />tangtf seav, 

e percid 
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Le curve u, v sono dunque corrispondenti ed ortogonali su entrambc 
k superficie, e si ha 

(8 = a* , d = a* sen' u , 



«. = 7^. (S.=p'tang'«. 



COS'tt 

L'equadpne differenziale delle isoperimetriche i quindi 

d 



u ^ la cos u — p 

— = sen tt cos tt 1/ -5 5 {- , 

x; \ p" — a cos^ u 



tnentre le equazioni delle curve singolari sono 
(50) (8 — (8, = tf' ^-i- = o , 

^ ^ " COS^tt 

(S — (S. = sen' tt la^ ^ | = o , 

* \ COS tt/ 

di cui la seconda si spezza nelle due 

(51) a'--C- = o, 
^-^ ^ cos u 

(52) sen'tt = o . 

La (52) rappresenta sulla sferai due poli e sul piano la traccia 
dell'asse polare. 

Se il piano non attraversa la sfera Qp\ ^ a), i due luoghi (50), 
(51) sono immaginarii, e tali sono pure le curve isoperimetriche, laonde 
in questo caso il rotolamento non h possibile. 

Se il piano attraversa la sfera (}p\ <!^), la (51) rappresenta su 
questa il parallelo d'intersezione ed il simmetrico di esso rispetto allV 
quatore, e sul piano rappresenta il primo di quesd due cerchi. La (50) 
rappresenta sulla sfera due altri paralleli simmetricamente disposti e gia- 
centi sulle calotte staccate dai due primi paralleli, e sul piano rappre- 
senta la circonferenza immagine comune delle due precedenti concentrica 
ed interna alia prima. 

B corse reale delle isoperimetriche della sfera si svolge, in ciascuno 
d^iK emisfieri boreak "^ nilte due zone simmetriche rispetto 

alTeqattore iitt "^ ^corrispondenti, e sul piano 

u svo^ ne b anzidette. 

Eawndo sfera 

k km o 
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evidente che sooo isoperimctrici, mentre i parallel! (50) sono luoghi di 
punti di regresso delle isoperimetriche, dove per la sfera ie tangend cur 
spidali sono tangend ai meridiani, e pel piano banno la direzione del 
raggio. 

Dopo ci6 s*immaginano facilmente le forme deDe curve isoperime- 
triche ed il modo come pu6 avvenire il rotolamento. 

26. 2° Un esempio molto generale del caso particolare 2° si ha 
quando (H, (Si^ sono una stessa funzione delb sola u. Allora gli archi 
elementari delle due superficie possono mettersi nelle forme 

ds'' = du'' + (g^dv\ 

e quindi le due superficie sono riferite a due rispetrivi e corrispondend 
sistemi di geodedche x; = cost. ed alle loro traiettorie ortogonali tt' = cost. 
pure corrispondend e determinate dalle distanze geodedche u' da due 
rispetdve traiettorie ortogonali fisse. Le isoperimetriche date dall'integrale 
generale sono le geodedche coordinate, e ne passa una per ogni pumo ; 
ma oltre a queste vi 6 la (j| — (g^ = 0. 

27. 3** Se inoltre (5, (fe, sono funzioni della sola v, si ha un e- 

sempio del sotto-caso a), poich^ 5-^ = o ; allora la curva g=zo t una delle 

geodedche. In questo caso gli archi elementari possono ridursi alle forme 

ds' = du'' 4- dv'' , dr = du''-^ dv'' , 

onde le due superficie sono entranibe sviluppabili. Sui piani di sviluppo d 
corrispondono due serie di parallele equidistand (le t;'=cost., t;"=cost.), 
e due serie di parallele ortogonali alle prime (le u' = cost.), le quali 
per6 non sono equidistand ; il riferimento imprime dunque a quesd due 
piani un'espansione relativa nel senso in cui variano le u e costante per 
ciascuna retta u. 

28. 4° Si ha un esempio del sotto-caso F) in due superficie di ro- 
tazione riferite in modo, che si corrispondano i meridian! di eguale lon- 
gimdine ed i paraUeli, le cui dbtanze misurate sui meridiani a partire da 
due parallel! fissi siano uguali. Gli archi elementari prendono le forme 

d^' = du' + r*dv\ ds"- = du' + r*i< 
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dove r, r, , funzioni di m, sono i raggi dei parallel!, onde si ha dovunque 
dj, — (5^ = o, (S — (S, funzione della sola u. Le curve isoperimetriche 
date dall'integrale generale sono i meridiani v = cost., e ne passa una 
per ogni punto; ma oltre a queste sono pure isoperimetriche ed orto- 
gonali alle prime le curve singolari rappresentate sulle due supetficie 
dall*equazione r — r^ = 0, cio6 i paralleli di egual raggio. 

Palermo, marzo 1905. 

M. Gebbia. 



SULLA SUPERHCIE LUOGO DI UN PUNTO 
IN cm LE SUPERFICDE DI TRE FASCI TOCCANO 

UNA MEDESIMA RETTA. 

Nota di Gaetano Aguglia, in Terinini Imerese. 



AdanAnia del 14 maggio 190$. 



I . Dato un fascio di superficie, (F), dell'ordine if, il luogo dd punti 
di contatto delie tangend condotte da un punto, P, dello spazio alle su- 
perficie del fasdo (F) h una superficie, 9p, d*ordine in — i, che passa 
per P ♦). 

Tutte le superficie <fp corrispondenti ai punti dello spaao costitui- 
scono un sistema lineare oo': j^j, tale che, quando il punto Pdescrive 
un piano w, o una retta /?, la corrispondente superficie (fp genera una 
rete [9]^ , o un fascio (9)^ ; e reciprocamente. 

La superficie generica del sistema j(p} passa semplicemente per la 
curva base del fascio (F), d'ordine «% e pei 4(n — i)' punti doppi 

di (f ). 

La superficie generica di una rete [9]^ passa inoltre pei 3(« — 0' 
punti in cui le superficie di (F) toccano il piano t. Etc. 

Or dati tre fasci (F), (F'), (F"), risp. degli ordini «, n\ n", e 
fissato ad arbitrio un piano w, le tre superficie (fp , 9^ , ^p , luogo dei 
punti di contatto delle tangenti condotte da un punto P di w risp. alle 
superficie dei fasci (F), (F'), (F"), passano tutte e tre pel punto P e 
quando P descrive il piano, w, esse descriveranno tre reti, [<p], [<p'], [?")) 
d'ordini in — i, 2;/' — i, in" — i, projettive, essendo corrispondenti 
tre superficie determinate dal medesimo punto P. 

D luogo dei punti comuni a tre superficie corrispondenti delie reti 
[?]>[?']> [?"] ^ ^^^ superficie, deU'ordine l(n -{- n' -^ n") — },^ 



*) Cfir. GucciA, Teoria ddU superficie fp , etc (Carte litografate del 1895). 
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quale si scinde nel piano ir ed in una superficie residuale, A, dell'ordine 
2(« + n' + «" — 2). 

Se -4 6 un punto di A, esso d, secondo la nostra definizione, un 
punto comune a tre superficie <pp, (pp, 9p, diverso, in generale, da P, 
onde la retta V A t tangente in A alle tre superficie dei fasci (f), (f), 
(F") passanti per A, Viceversa, se -4 6 un punto ove le tre superficie 
dei fasci (f ), (/*'), (Z*^") passanti per A sono tangenti ad una medesima 
retta, detto P il punto ove questa incontra il piano it, le superficie ^p , 
9p y (pp relative a tal punto si incontreranno in ^ e quindi A sari punto 
di A. 

Adunque la superficie A, d'ordine 2(«-f-«' + w" — 2), si pu6 
anche definire come x\ luogo di un punto in cui le superficie dei tre fasci 
(F), (F'), (F") che vi passano sono tangenti ad una medesima retta. 

In particolare per «" = i si ha la superficie 2^^, d'ordine 

2 (w + w' — 1), 

luogo di un punto tale che la tangente comune ivi alle superficie di due 
fasci d'ordini «, n\ si appoggi ad una retta fissa R *). 

2. Suppongasi che i fasci (F), (F'), (F") siano risp. dotati, in un 
punto, 0, d'un punto base (r)-plo, (p)-plo, (<T)-plo e contengano ciascuno 
una superficie F, , F[ , F" che ha ivi un punto multiplo risp. del grado 
massimo r', p', a'. Ci proponiamo d'investigare come si comporteri in 
la superficie A in ciascuno dei seguenti casi : 

nr<r\ p<p', <!<<!'; 2°)r = r', p < p', a<(i'; 

3°) r = r\ p = p', <i < a' ; 4°) r = r\ p = p', a = a\ 

Caso 1°) r <lr\ p < p', <y <! ^'- — Indichiamo con FT^, if , r^ i 
coni d'ordine r, p, a risp. tangenti in alle superficie genericbe dei 
fasci (F), (F'), (F") e con FT^r, iff, T^ i coni d'ordini r', p', a' risp. 
tangenti in alle superficie F^, F', , F'/. Le superficie <pp, 9p, 9p, 
corrispondenti ad un punto generico P del piano fisso it, hanno risp. in 

*) Per la superfide 2|{ cfr. Mined, SuJla curva luogo dei punti ii contatto delle 
superficie d'un fascio d'ordine n colle superficie d*un fascio d*ordine t/ [questi Rendi- 
conti, t. XVII (1903), pp. 297-3 10] ; vedi anche le due Note di L. Lo Monaco-Aprile, 
Sulla superficie luogo dei contatti di 1° ordine delle superficie di un fascio con quelle 
di una rete, generally e sue applicai^ioni ; Sopra alcuni problemi di contatto relativi a su- 
perficie e a curve gobbe algebriche [questi Rendiconti, t. XVIII (1904), pp. 1-15; 164-184]. 

Rmd. Cite, Uaiem. PaUrm; x. XX (190$). — Sumpato U 1$ lugUo 1905. 39 
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un pun to (r -{- r' — i)-plo, (p + p' — i)-plo e (a -f- ^' — i)-ploe 
ivi per cono tangente il luogo (residuale) delle generatrici di contatio 
dei piani condotd per la retta P q risp. tangenti a coni dei fasd 

ove w,w, ... 7c^r_^, w;^; ... Wp,_p e <<... i^y^a sono r' — r, p'-p 
e <t' — <y piani qualunque, distinti o coincidenti, passaud per la retta PO *). 

Ora, conducendo pel punto una trasversale arbitraria, U, e fa- 
cendo descrivere al punto P il piano w (non passante per 0), i punti 
d'intersezione delle superficie (pp, fp, fp coUa retta R generano su 
questa tre involuzioni di punti projettive /*,_,, -^2«'«,> -^2."_i i ^ 
2(w -j- «' -j- n") — 3 punti comuni sono i punti in cui la retta R in- 
contra il piano w e la superficie A. Or poich^ queste tre involuzioni 
hanno risp. in un punto base ('' + r' — i)-plo, (p + p' — i)-plo 
e (<i -{- a' — i)-plo, ne segue, per un noto Lemma del Gucqa **), 
che dei punti comuni a tre gruppi corrispondenti r-j-r'-{-p-j-p'+^+^'— 3 
coincidono in 0, donde, giaccb^ il piano w non passa per 0, si con- 
chiude che la superficie A ha in un punto 

(r + r' + p + p' + T + (T' - 3>plo. 

D'altro canto i coni tangenti in alle superficie delle red [9], [9'], 
[9"] coistituiscono alia lor volta tre red projetdve di coni risp. d^li 
ordini r -\- r' — i,p + p' — i, <t4~'^'"~^ etali red generano an 
cono, luogo delle generatrici comuni a tre coni corrispondenti, deirordiae 
r -}- r' -f- P + P' + ^ + ^' — 3> ^he c il cono tangente in O alb su- 
perficie A. 

Supposto poi che una retta / uscente da sia generatrice multipla 
del grado s pel cono H^ c generatrice mukipla del grado s' pel cono //^., 
la retta / sari, in gcnerale, generatrice multipla del grado jf-j-^' — ^ P^' 
cono tangente in alia superficie 9^ ***), ma quando P e il pauto 
d'intersezione di / con tz la retta / c generatrice multipla del grado 5 + 5' 
se S'\-r' -^ryf^s' ed invece del grado s-\'S'-\-i se 5-f-r' — r=^s' f) 



•) Cfr. GucciA, 1. c, Teorema VI. 

•*) GucciA, Due proposiiiotti relative allc involuiioni di specie qualunque, dotaU 
di singolariti ordinarie [questi Rendiconti, t. VII (1893), pp. 49-^oJ, Lemma I, per 

•••) Cfr. GucciA, Ricerche sui sistemi lineari di curve algebrichc piane^ dotaii di 
MMgokrM ordinarie (Memoria II) [questi Rendiconti, t. IX (1895), pp. 1-64J, Teoremi 
XXXIX cLX. 

t) Cfr. GucciA, Ricerche, etc. (Mchk ria II), 1. c, Teoremi XXX VII e XXXVIII. 
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pel cono tangente a fp in 0. Similmente, supponendo che la retta / sia 
generatrice multipla del grado / pel cono K e del grado /' pel cono 
K , ed inoltre che sia generatrice mulripla del grado u pel cono r^ e del 
grado u' pel cono T^,'y allora, facendo osservazioni analoghe a quelle 
fatte, e tenendo presente il Lemma del Guccia relativo a tre red projettive 
di curve piane *), si conchiude che /, in generale, pel cono tangente in 
alia superficie A, 6 generatrice multipla del grado 5+5'-}-/-f-/'-}-tt-f-tt' — 2, 
se s -^ r' — r ^ s\ owero ^ -}- p' — f=^t\ owero w -}" ^' — ^ 7^ "'; 
e del grado ^-f-i' + ^ + ^' + ^^ + w'— i, se ^-f-r' — r = 5, /-}-p'— p=/', 
u -{- a' — a = m'. 

Ove poi si verifichi una o due (ma non tre) delle seguenti ipotesi : 

i') 5=1, 5' = 0; 2*) / = I, /' = o; 3*) w = I, a' = o; 

4*) i = o, s' = i; 5') / = o, /' = I ; 6*) w = o, u' = 1; 

oppure due delle ipotesi : 

f) 5 = s' = 0y 8') / = r = 0, 9*) u = u' = 0; 

rifacendo lo stesso ragionamento, si trova che il grado di multiplicity 
della generatrice /, pel cono tangente in alia superficie A, ^ dato dalla 

formula 5-}-5'-f-^ + ^'"f"""f"^' — ^ quando si facciano in essa le 
opportune sostituzioni. 

Di qui segue che, fra le generatrici del cono tangente in alia su- 
perficie A sono, in generale, da comprendere le rr\ pp' e <icr' genera- 
trici comuni ai coni H^ ed H^,y K^ e K ,y r^ e r^. 

Sarebbero infine da esaminare i casi in cui fra i piani tangenti ai 
coni H^ ed H^,, K^ e K^,y r^ e r^ lungo la generatrice multipla / pas- 
sassero delle particolari relazioni, ma non crediamo di doverci addentrare 
nello studio di queste eccezioni. 

3. OsservuTiione. — Se il punto t punto ordinario per uno dei 
tre fasci, per es. per (f")> ^ ^^ ^^ quindi (tz=o, <y'= i, la superficie A 
avri in un punto (^ + ''' + p + p' — 2)-plo il cui cono tangente 
t il cono luogo delle generatrici di contatto dei coni dei due fasci 
(H^r'-', H^,) e (iTpFP'-P, K^,) [dove P indica il piano T, tangente in 
alia superficie del fascio (F") passante per 0, contato ; volte] e ci6 



*) Cfr. Guccia, Riurche, etc. (Memoria I) [questi Rendiconti, t. VII (1893), 
pp. 193-2553, n** 17. 
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punto base (p)-plo e le loro superficie generiche hanno ivi il medesimo 
cono tangente fisso, se ciascuno di essi condene una superficie dotata in 
O d'un punto (p')-plo (p']>p) e queste due superficie hanno ivi lo stesso 
cono tangente, supposto che il fascio (F) sia dotato in O d'un punto 
base (r)-plo e contenga una superficie che ha in un ptinto (r')-plo 
(K > r) allora, con cousiderazioni analoghe a quelle fatte, si trova che 
bi superficie A ha in 0, in generale, un punto (r-j-r'-}-2p-}-2p' — 2)-plo. 

In particolare, per r = o, r' == 1, p ^= o, p' = i si trova che la 
superficie A passa semplicemente per un punto ove una superficie del 
fascio (f ) ne tocca una di (f); da cui facilmente si inferisce che A 
passa semplicemente per le tre curve gobbe luogo dei punti ove si toccano 
le superficie di due qualunque dei fasci dati *). 

Y) Se ciascuno dei tre fasci (F), (F'), (F") 6 dotato in d*un 
punto base multiplo risp. del grado r, p, cr e contiene una superficie 
avente in un punto multiplo risp. del grado r', p', cr' (r^'^r, p'>p, 
a' > <y) il cui cono tangente 6 composto del cono tangente in alia 
superficie generica del fascio a cui essa appartiene e da un gruppo di 
piani passanti per una retta R (che sia la medesima per tutti e tre i 
gruppi di piani) allora, osservando che le tre reti [9], [9 'J, [9"] hanno 
risp. in un punto base (r-j-^*' — i)"plo> (p+P' — i)-plo e (a-j-a' — i)-plo 
e contengono tre superficie corrispondend, quelle determinate dal punto 
ove R incontra w, le quali hanno risp. in un punto (r -j- r')-plo, 
(p ■}" P')*P^^> (^ ~\~ ^0'Pl°> ^°1 solito procedimento si ricava che A ha 
in O un punto (r + r' -j- p -j- p' -j- ^ + ^' — 2)-plo. 

Con ragionamend analoghi si potrebbero esaminare altri casi di ecce- 
zione, sui quali per6 non credo opportuno insistere. 

5. Caso 2°) r = r\ p <C p', <t < <»'. — In tal caso il fascio (F) ha 
in un punto base (r)-plo (r > o) a cono tangente variabile in un 
fascio, (H^)y ed i due fasci (F') ed (F") hanno nel punto un punto 
base (p)-plo e ((i)-plo a coni tangend fissi, /iT e r^, e contengono cia- 
scuno una superficie avente in risp. un punto (p')-plo e (a')-plo di 
cui indicberemo al solito con K , e F^ i coni tangend. 



^ Per la curva luogo dei pund di contatto delle superficie di due fasd vedi: 
Sbgrb, Intorno ad un carattere delle superficie e delle varietd superiori algebriche [Atti 
della R. Ace delle Scienze di Torino, vol XXXI (1895-96), pp. 485-501 J; e per la 
sua costrunone, etc, cfr. Minbo, L c; Lo Monaco- Aprils, 1. c 
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Adoperando io stesso procedimento del caso i^ (n^ 2) sitrovache 
la superficie 1 ha in un punto (ir -|-p-|-p'-|-<r-|-<i' — 3)-plo^ 
il cui cono tangente i il luogo delle generatrici comuni ai coni tangam 
in alle superficie corrispondenti delle red [f], [tf'], [f"]\ e se ana 
recta I t generatrice base (sypb, pel fascio (//^) e generatrice {s*}^ 
per uno dei com del detto fiiscio, ed inoltre t generatrice multipb in 
giadi t, t\ u, u' risp. pei coni K^, K^, r,, r^, si trova ancora cfae 
tale retta d, in generale, generatrice multipla del grado 

se 5 -|- r' — r j^ s\ ovvero / + f' — P ^ ^'> ovvero ii -f- a' — <t ^ «', * 
pel cono tangente in alia superficie 1, ma se 5 -^ r' — r = 5*, 
/ + p' — f = t' ed u -j- <f' — 9 z=i u\ owero si dinno uno o due dd 
cinque casi: j = oed5'=i;< = oer=i;/=i er = o;i« = o 
ed f«' = i; a = 1 ed a' = o, oppure si ha / = T = ii = a' = 0, al- 
lora il grado di multiplicity della generatrice I, pel cono tangente in 
alia superficie A, t dato, in generale, dalla formula 

da cui si deduce che, nelle ipotesi di questo 2^ caso, fra le generatrid 
del cono tangente in alia superficie A, sono, in generale, da comprei^ 
dcre: le r* generatrici base del fascio di coni (HJ; le 3(r — i)* gene- 
ratrici doppie del medesimo fascio; le pp' generatrici comuni ai coni iiT 
e K , e le aa' comuni a r^ e F^. 

Ed anche in questo caso si osservi che se il punto O h punto or- 
dinario per uno dei fasci (F'), (F"), ad es. per (F")> e si ha quindi 
a = o, a' = I, la superficie A ha in un punto (ir -|- P + p' — 2)-plo 
il cui cono tangente t il luogo delle generatrici di contatto dei due fasd 
(if,) e (/fpT'^'-P, iifpO [dove T^'-^ indica il piano T, tangente in alia 
superficie del fascio (F") passante per 0, contato p' — p volte] e ci6 
quando da esso luogo, d'ordine 2 r -j- 2 p' — 3, si stacchi il piano F 
contato p' — p — I volte. 

Da cui poi segue che la superficie A passa semplicemente per le tre 
curve gobbe 5, B\ B'\ d'ordine n\ ti\ n'\ base dei fasci (F), (F), 
(F''), ed in un punto qualunque di esse, Ay appartenente ad es. alia 
curva By ha per tangente il piano determinato dalla tangente in ^ alia 
curva B e dalla retta ove si s^ano i piani tangenti in A alle due su- 
perficie di (F') ed (F") passanti ivL 
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6. Fra le eccezioni notiamo la seguente: 

Se il fascio (F) 6 dotato d'un punto base (r)-plo> 0> ^ ^^^^ ^^" 
gente variabile, se i due fasci (F'), (f ") hanno entrambi in un punto 
base (p)-plo, tale che le loro superficie generiche hanno ivi il medesimo 
cono tangente fisso, se inoltre ciascuno d'essi contiene una superficie do- 
tata in d*un punto (p')-plo e queste due superficie hanno ivi il me- 
desimo cono tangente, allora la superficie A avri in un punto mul- 
tiplo del grado 2(r -f- p + p' — i)- 

7. Caso 3°) r = r', p = p', a < a'. — In questo caso i fasci (F) 
ed (f ) hanno risp. in un punto base (0"Plo ^ (p)"Pl^ ^ ^^^ ^^"i 
tangenti costituiscono due fasci (HJ e (^K); il fascio (f) ^dotato in 
d'un punto base (<i)-plo a cono tangente fisso, T^, e contiene una 
superficie avente in un punto ((r')-plo di cui indicheremo con r^ il 
cono tangente. 

Le superficie ffp e y'p , relative ai fasci (F) ed (F') e corrispondenti 
ad un punto P generico del piano w (non passante per 0), hanno risp. 
in un punto (2r — i)-plo e (2p — i)-plo ed in quanto ai loro coni 
ivi tangenti notiamo che fra le generatrici comuni a questi coni e da com- 
prendere la retta P *). La superficie ^p , corrispondente al punto P e 
relativa al fascio (F"), ha in un punto (<y + <y' — i)-plo e in quanto al 
suo cono ivi tangente si noti che, quando il punto P cade su una genera- 
trice del cono r^, o di r^,, la retta PO ^ anche generatrice del cono 
tangente in alia <pp . 

Osserviamo ancora che se una retta, g, 6 una generatrice di contatto 
di due coni dei fasci (//^) e (K\ indicando con a il piano tangente a 
questi coni lungo la generatrice g^ e facendo descrivere al punto P la 
retta, /?, d*intersezione di w con a, le superficie 9p, 9p e 9p generano 
tre fasci (<p)/j, (9')/? ^ (?")/? contenuti nelle reti [9], [9'] e [9"] e cor- 
rispondenti nella projettiviti, ed importa notare che i fasci di coni tan- 
genti in alle superficie dei fasci (f)j^ e (9')^ hanno una generatrice 
base comune nella retta g **), la quale poi, come t evidente, t anche 
generatrice del cono tangente in ad una superficie del fascio Qf")^. 



•) Cfr. GucciA, Teoria delle superficie ^p, etc., I. c, Teorema VII. 

••) Ci6 si verifica fadlmente considerando sul piano a i fasci (C), (C), (4>)u, 
(^)r e le involuzioni /J, /" ordinatamente tracce dei fasd (F), (F'), (9)/{, (?0/?> 
(i/^), (K^) ed osservando che, cssendo g raggio doppio di /J ed /' , ft tangente in O 
alle varie curve dd fasci QP)j^ , (,^r ^ quindi anche alle superficie dd (slso (tfi)j^ , (^j^ . 
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Pertanto, applicando il Lemma del Gucqa (2* nota del n^ 2) ad una 
retta condotta ad arbitrio pel punto e poscia ad una qualsiasi delle 
generatrici del cono r^ , del cono r^ e del cono luogo delle gencratrid 
di contatto dei coni del due fasci (/f J e (if ), a trova che la superfide 

A ha in un punto (2r-j-2p-j-<y + ^' — 3)-plo> *' ^^^ ^^^ ^°" 
gente t composto del cono T^, del cono r^ e del luogo delle genera- 
trici di contatto dei coni dei due fasci (H,) e {K\ 

8. Caso 4°) r =i r\ p = p', ^ = ^'. — In tal caso i ore fasd (F), 
(F'), (F") hanno risp. in un punto base (r)-plo, (p)-plo, (<y)-plo, i 
cui coni tangenti alle singole superficie sono variabili in tre fasd (H,), 
(/iTp), (r^). Le tre reti [9], [9'], [9"] hanno risp. in un punto base 
(2r — i)-plo, (2p — i)-plo, (2(1 — i)-plo ed importa notare che, fra 
le generatrici dei coni tangenti in a tre superficie di esse reti corri- 
spondend ad un mcdesimo punto P, generico del piano tt (non passante 
per 0), 6 da comprendere la retta PO. ^ ancora da notare che una ge- 
neratrice base, ad es. del fascio di coni (HJ, t ancbe generatrice base 
della rete dei coni tangenti in alle superficie della rete [9] ed ha inoltre 
(2« — i) — I — 2(« — r — 2) = 2r-j-2 intersezioni riunite in 
coUa superficie 9^ corrispondente al punto P ove essa retta incontra il 
piano TT. 

Ed era, applicando 11 Lemma del Guccia (2* nota del n° 2) ad una 
retta condotta ad arbitrio pel punto 0, e poscia ad una qualunque delle 
generatrici base dei fasci (-f/J, (A" ) e (F^^), si trova che la superficie A 
ha in questo caso in un punto multiple del grado 2(r -j- P -}- ^ "" 
e fra le generatrici del suo cono tangente sono, in generale, da com- 
prendere le r\ p% (s"^ generatrici base dei fasci (//^), (A), (Pj. 

9. Nel caso in cui due dei fasci, ad es. (F') ed (F"), sono dello 
stesso ordine «', ed appartengono ad una medesima rete [F'], indicando 
con I'l^y F[y F[ tre superficie di essa linearmente indipendenti, onde 
[F']^[F^, F[, F^], potremo supporre che F^ sia la superficie comunead 
(P) ed (F") ed anzi che (F) = (F;, F[) ed (F") = (F,, F;). Preso 
allora un punto J generico di F^, trovasi [n° 4, fJ), per r = o, r' :=: i, 
p = o, p' = i] che la superficie A passa semplicemente per Ay epper5 
che F^ fa parte di A. 

Ogni altro punto A' di A sari un punto ove le tre superficie dei 
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fasd (F), (^Fl^F\) ed (F^, F[) passanti per A' toccano una medesima 
retia, che sari Tasse del fascio di piani tangeiiti in A' alle superficie della 
rete [F'], formanti un fascio, che passano per A'y fra le quali ve ne sari, 
in generate, una, ed una sola, che tocca in A' la superficie del fascio 
(F) che vi passa. 

Viceversa, se in un punto A" una superficie della rete [F'] ha lo 
stesso piano tangente, a, di una superficie del fascio (F), I'asse del fascio 
dei piani, tangenti in A" alle superficie della rete che passano per questo 
punto, giaceri nel piano a, eppero le superficie dei tre fasci (F), (F^ F*,), 
(F^ , F^) che passano per A" sono ivi tangenti ad una medesima retta e 
quindi A" appartiene a A. 

Detta adunque S la superficie luogo dei contatii di prim'ordine delle 
superjicie del fascio (F), d'ordine n, con quelle della rete [F'], d'ordine n\ 
si ha A ^ F^S e, giacchd A h dell'ordine 2(«' -}" ^^' — ^)> ^^ segue 
subito che S ^ dell'ordine 2 (m -f- 2 n' — 2) — n' z=i 2n -{- ^n' — 4, 
come d'altronde ^ ben noto. 

I o. Suppongasi che il fascio (F) e la rete f F'] ^ [F^ , F\ , F^], 
siano dotati in un medesimo punto 0, d'un punto base multiplo. 

Sul modo di comportarsi in del fascio (F) faremo le dueipotesi: 

a) II fascio (F) abbia in un punto base (r)"Plo a cono tangente 
fisso, H^y e contenga una superficie dotata ivi d'un punto (r')'P'^ 
(r' > r), il cui cono tangente indicheremo con H^t . 

fi) II fascio (F) abbia in un punto base (r)-plo (r > 0) a cono 
tangente variabile in un fascio di coni, {H^> 

Sul modo di comportarsi in della rete [F'] ^ [F^, F[, F^] fa- 
remo le quattro ipotesi: 

a) La rete [F'J ^ [F^ , F^ , F^] abbia in un punto base (p)-plo 
a cono tangente fisso, K^y e contenga un fascio, (F[, F^), dotato ivi 
d*un punto base (p,)-plo (p, "> p) a cono tangente fisso, Kp^ , e conte- 
nente alia sua volta una superficie, F^, dotata ivi d'un punto (p,)-plo 
(Pj > Pj), di cui indicheremo con K^^ il cono tangente. 

h) Lai rete [F'] ^ [F^ , F[ , F^] abbia in un punto base (p)-plo 
(p > o), a cono tangente variabile in un fascio di coni, (if ) (indivi- 
duato dai due coni K^ , K' tangenti m alle superficie F^ , F[), e con- 
tenga una superficie, F[ , dotata in d'un punto (p J-plo (p, > p), di 
cui indicheremo con Kp^ il cono tangente. 

Rmid. Ort. Mmtsm. PmUrmo, u XX (1905). ~ Sumpato il 15 luglio 1905. 40 
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c) La rete [F'j ^ [F^ , F\ , F^] abbia in un punto base (p)-pb 
a cono tangenre fisso, K , e contenga un fascio, (F[ , F^), dotato in 
d*un punto base (p,)-plo (p, > p) a cono tangente variabile in on fascio 
di coni, (/iTp J, individuato dai due coni Kp^ , Kp^ tangend in O alle su- 
perficie FJ, F[. 

d) La rete [F'J ^ [F^ , F[ , F,] sia dotata in O d'un punto base 
(p)-plo (p > o), i cui coni tangenti alle singole superficie costituiscano 
una rete di coni, [K], 

Combinando ciascuna delle ipotesi (a), (^) con dascuna delle ipo- 
tesi (a), (b)y (c), (d) si hanno otto casi nei quali si pud trovare subito 
il modo di comportarsi in della superficie S (n° 9) relativa al fascio 
(F) ed alia rete [F] = [F„ , F', , F;]. 

Cosl dal caso 1° del n° 2 si deduce che nel 

Caso a, a) la superficie 5 ha, in generale, in un punto 

C'' + ''' + P + P. + Pa - 3>plo> 

e fra le generatrici del suo cono tangente in 0, che d*altronde 6 fadl^^ 
costruire, sono, in generale, da comprendere le rr' generatrid comua.? 
ai coni H^ ed FT^,, e le pp, , p^p^, p^p generatrici comuni risp. ai coni 
K e Kp^ , ai coni Kp^ e Kp^ , ed ai coni Kp^ e K . 
E qui 6 da osservare che: 

I) Se sussistendo le ipotesi (a), Qi) il punto e punto ordinario 
del fascio (F), e si ha quindi r = o, /' := i, Li superficie 5 ha in un 
punto (p + p, -f- p, — 2)-plo, il cui cono tangente e il cono Jacobiano 
della rete di coni \kjP^-^\ A'., IF-'^', A^J [ovc H^ indica il piano //, 
Lingente in alia superficie del fascio (F) passante ivi, contato j volte] 
e ci6 quando dal detto cono Jacobiano, d'ordine 3 (p^ — 1), si stacchi il 
piano H contato 2p^ — p^ — p — i volte (cfr. n° 3). 

II) Se sussistendo le ipotesi (a), Qi) la rete [F'J non ha in altra 
singolaritd che quella di possedere una superficie dotata ivi d'un punto 
(pj-plo (p, > i), e si ha quindi p =: o, p^ =: i, la superficie S ha in 
un punto C'' + ^'' + p2 — 2)-plo, il cui cono tangente ^ il luogo (resi- 
duale) delle generatrici di contatto dei coni dei due fasci (H^ K^'~'\ H^) 
e {K^^y ^Pz^y ^^^ ^^ indica il piano, tangente fisso in alia superficie 
generica del fascio (F[ , F^), contato ; volte (cfr. n° 3). 

Di qui segue che la superficie S passa semplicemente per la Jaco- 
biana della rete [F'], curva d'ordine 6{n' — i)\ ed in un punto qua- 
lunque di essa ha per tangente il piano polare della retta d*intersezione 
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del piano ivi tangente alia superficie del fascio (F) che vi passa col 
piano ivi tangente fisso alia superficie generica del fascio costituito dalle 
superficie della rete [f j passanti ivi, rispetto al cono tangente alia su- 
perficie della rete [F'] dotata ivi di punto doppio. 

Notianio infine che sul modo di comportarsi nel punto della su- 
perficie S nelle ipotesi (a), (a) si hanno alcune eccezioni, fra cui le se- 
guenti : 

i') Se r = p, r' = pj ed il cono H^ coincide con K ed H^ con 
Kp^ la superficie S ha in O un punto (2p -{" ^P, H" Pa — 2)-plo (cfr. 

2*) Se r = Pj , r' = p^ cd il cono H^ coincide con Kp^ ed H^, con 
Kp^ la supcrlicie S ha in O un punto (p + 2pj -{" ^Pa — 2)-plo (cfr. 

3*) Se il cono H^, si spezza nel cono H^ ed in un gruppo di r' — r 
piani passanti per una retta i?, se i coni Kp^ e Kp, si spezzano entrambi 
ael cono K ed in due gruppi di p^ — ? ^ Pa — P P^^'^' passanti ancora 
per la retta K^ la superficie S ha in un punto (''-t-r'-j-p-f-p.-j-p, — 2)-plo 
Ccfr. n** 4, y). 

II. Dal caso 2°, n° 5, si deduce che nel 

Caso a, h) del n** 10 la superficie S ha, in generale, in un punto 
^r -f- r' -j- 2p -j- Pj — 3)"P'^> ^ f^^ ^^ generatrice del suo cono tangente 
in 0, che d'altronde ^ facile costruire, sono, in generale, da conipren- 
iere le rr' generatrici comuni ai coni H^ ed H^,y e le p* generatrici 
j»se e le 3(p — i)* generatrici doppie del fascio di coni {K). 

E qui si osservi che se sussistendo le ipotesi (a), (b) del n° 10 il 
punto ^ punto ordinario del fascio (F), e si ha quindi r = o, r' = i, 
a superficie S ha in un punto (2 p -f- p, — 2)-plo, il cui cono tan- 
angente ^ il cono Jacobiano della rete di coni [K^ H^^"^, K' W^"^^ Kp^ 
ove if P*""P indica il piano if, tangente in alia superficie del fascio (f ) 
passante ivi, contato p^ — p volte] e ci6 quando dal detto cono Jacobiano, 
Tordine 3(pj — i)> si stacchi il piano //contato 2(pj — p) — I volte. 

Fra le eccezioni sul modo di comportarsi in della superficie 5 
aelle ipotesi (a), (fr), notiamo quella in cui r = p, r' = p, ed il cono 
H^ appartenga al fascio (// ) mentre il cono H^t coincida con Kp^ , nel 
jual caso la superficie S ha in un punto (3 p -f- 2 p, — 2)-plo. 
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12. Sempre dal caso 2^, n^ 5, si deduce che nel 

Caso a, c) del n° 10 la superficie S ha, in generale, in un piinto 
(r -f- r' -f- p -f- 2 p, — 3)-plo e fra le generatrici del suo cono tangentc, 
che al solito d facile costruire, sono, in generale, da comprendere le rr' 
generatrici comuni ai coni H^ ed H^p , e le pj generatrici base e k 
3(Pj — i)* generatrici doppie del fascio di coni (A'p,). 

Ed anche qui si osservi che se, sussistendo le ipotesi (a), (c), il 
punto k punto ordinario del fascio (F), e si ha quindi r = o, r' = i, 
la superficie S ha in un punto (? + 2pj — 2)-plo, il cui cono 
tangente t il cono Jacobiano della rete di coni [K H^'~^y Kp^y KJ 
[ove i/P»~^ indica il piano if, tangente in alia superficie del fascio (F) 
passante ivi, contato p, — p volte] e cio quando dal detto cono Jacobiano, 
d'ordine 3(pj — i), si stacchi il piano H contato p, — p — i volte. 

Se poi 6 punto ordinario per la rete [PJ, onde p = o, p^ = i, 
ma sussiste I'ipotesi (a) del n° 10 relativa al fascio (F), allora la super- 
ficie S ha in un punto {r -{- r* — i)-plo, il cui cono tangente i 
il luogo (residuale) delle generatrici di contatto dei piani, cosdtuentiun 
fascio, tangenti in alle superficie della rete [F'J, che passano per 
questo punto, coi coni del fascio {H^tz^ tc^ ... 7c^,_^ , H^*\ ove w^ tc^ ... 'k^_, 
indicano r' — r piani, distinti o coincidenti, condotti per Tasse del fascio 
di piani suddeno. 

Di qui per r = o, r' = 2 si ricava che la superficie S passa, in 
generale, semplicemente pei 4(n — i)^ punti doppi del fascio (f), ed 
in uno qualunque di essi ha per tangente il piano polare delPasse del 
fascio dei piani ivi tangenti a superficie della rete [F'] rispetto al cono 
ivi tangente alia superficie di (F) dotata di punto doppio. 

Fra le eccezioni notiamo quella in cui r = p, r* =^ ^^ ed il cono 
H^ coincida con K ^ mentre H^, appartenga al fascio (A'pJ, nel qual 
caso la superficie S ha in un punto (2p + jp, — 2)-plo (cfr. u°6). 

13. Dal caso 3°, n° 7, si deduce che nel 

Caso a, d) del n° 10 la superficie S ha, in generale, in un punto 
(r -f- ^' H" 3P — 3)"Plo> il cui cono tangente d composto del cono H,, 
del cono H^,y del cono, d'ordine 3p — 3, Jacobiano della rete [KX 

Di qui per r = o, r'=:i, p = i segue che la superficie S passa, 
in generale, semplicemente per gli w'^ punti base semplici della rete [F\ 
ed in uno qualunque di essi h tangente alia superficie del fascio (F) che 
vi passa. 
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14. Dal caso 2°, n° 5, segue che nel 

Caso P, a) del n° 10 la superficie S ha, in generale, in un 
punto (2r -f- p -j- Pj -|- p^ — 3)-plo, e fra le generatrici del suo cono 
tangente in 0, che al solito 6 facile costruire, sono, in generale, da com- 
prendere le r* generatrici base e le 3(r — i)* generatrici doppie del 
fascio di coni (//J e le pp^, p^p^, p^p generatrici risp. comuni ai coni 

^p ^ ^Pi> ^Pi ^ A'p2> ^Pa ^ -^p- 

Se poi la rete [P] non ha in altra singolariti che quella di pos- 
sedere una superficie, F[^ dotata ivi d'un punto (pj-plo (p, > i), e si 
ha quindi p = o, p^ = i, ma sussistono d'altronde le ipotesi (fi), (a) 
del n° 10, la superficie S ha in un punto (2r -f- p, — 2)-plo, il cui 
cono tangente ^ il luogo delle generatrici di contatto dei coni del fa- 
scio (i/^) coi coni del fascio {K^^y Kp^ [ove K^^ indica il piano, K^ 
tangente in alia superficie generica del fascio {F[ F,'), contato p^ volte] 
e cio quando dal detto luogo, d'ordine ir -{- 2f^ — 3, si stacchi il piano 
K contato p^ — i volte. 

15. Dal caso 3°, n° 7, segue che nel 

Caso p, b) del n° 10 la superficie S ha, in generale in 0, un punto 
(2 r -}- 2 P + Pj — 3)-plo, il cui cono tangente ^ composto del cono 
Kp^ e del cono, d'ordine 2r -j- 2p — 3, luogo delle generatrici di con- 
tatto dei coni del fascio (ii/J coi coni del fascio QK\ 

16. Dallo stesso caso 3°, n° 7, si deduce che nel 

Caso p, c) del n° 10 la superficie S ha, in generale, in un punto 
(2r-|- p-}- 2pj — 3)-plo, il cui cono tangente ^ composto del cono 
if e del cono, d'ordine 2 r + 2 p, — 3, luogo delle generatrici di con- 
tatto dei coni del fascio (ii/J coi coni del fascio (ifp,). 

Di qui poi segue che la superficie 5 passa semplicemente per la curva 
gobba. By d'ordine n', base del fascio (F) ed in un punto qualunque 
di essa ha per tangente il piano determinato dalle rette ivi tangend alia 
curva B ed alia curva base del fascio cosdtuito dalle superficie delk rete 
[P] passanti ivi. 

17. Infine dal caso 4^, n^ 8, si deduce che nel 

Caso p, ^ del n° 10 la superficie 5 ha, in generale, in un punto 
(2 r -(- 3 p — 2)-plo, e fra le generatrici del suo cono tangente sono, 
in generale, da comprendere le r' generatrici base del £ascio (H^). 
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1 8. Nel caso in cui il fascio (F) e la rete [F'] sono dello stcsso 
ordine, n, ed appartengoiio ad un medesimo sistema lineare oo^* |Fj, 
indicando con F la superfide che essi hanno in tal caso in comune e 
prendendo un punto A generico di F, trovasi [n^ I2» eccezione al caso 
(x), (c), per p =: o, Pj = i] che la superficie S passa semplicementt 
per A^ ondc 5 si scinde nella superficie F ed in una superficie redduale, 
d'ordine (jn — 4) — « = 4(w — i), ogni punto della quale sari un 
punto ove due, eppero infinite, superficie del sistema [F\ si toccano, oode 
questa superficie non e altro, come d'altronde era noto, che la Jacobiaoa 
del sistema lineare \F\ e che si suole indicare con /^(._,)- 

Dai n* 10, 11, ... , 17 si pu6 immediatamente ricavare il modo di 
comportarsi della superficie y^(._,, in un punto base del sistema |F| ben 
definito e caratterizzato *). 

19. Per mezzo delle superficie A (n° i) si puo studiare il luogo del 
contatti d'ordine k delle curve d'un fascio lineare con le curve di un 
sistema lineare 00^ posti sopra una superficie algebrica qualunque, F, 
priva di curve multiple, dell'ordine n **). 

£ noto che un sistema lineare 00* (k ^ o) di curve (algebriche) C 
sopra Fy si puo definire mediante un sistema lineare 00': {/}*, di su- 
perficie le quali scgaiio sopra F le curve C, aU'infuori di qualche curva 
fissa, r, comune a tutte le superficie del sistema {/j*, che non voglia 
considerarsi come appartenente alle curve C. 

Cio posto, consideriamo suUa superficie F due fasci lineari di cur- 
ve (C), (C) degli ordini v, v'; e siaiio (/), (/') due fasci di su- 

V j u, v' I jx' 

pcrficie, degli ordiiii — , — , i quali segano sulla superficie f 

. rasci (C), (C) e due certe curve fisse T, V degli ordini p., ji'. 

Assumendo ad arbitrio un'altra superficie F, dell'ordine «, e co- 
struendo la superficie A (n"" i) relativa ai tre fasci (/), (/), (F, F), 



•) Cfr. GucciA, Teorid delle superficie (pp, etc., 1. c, n° 33 e seg. Vcdi anche 
Gerbaldi, Un teorema sulle singolarita della Jacobiana di quattro superficie algebriche 
fquesii Rendiconti, t. X (1896), pp. 158-160J. 

••) Per « = I vcggansi le due Memorie del de Franchis: Sulla curva luo^o dei 
contatti d'ordine k delle curve d'un fascio colle curve d'un sistema lineare 00^ [questi 
Rendiconti, t. X (i8y6), pp. 1 18-152, e t. XI (1897), pp. 12-42J. 
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poichd A i deH'ordine 2 I ' ^ -] "*" ^ -\- n — 2 j e passa sempli- 

cemente per la curva, B, d'ordine n\ base del fascio (F, F'), per le 
curve r e r', e in un punto qiialunque di queste ultime 6 tangente ad 
F (vedi la fine del n° 5), si trova subito che A incontra la superficie 
Fy oltre le curve B, F, T\ secondo una curva residuale, o>, deU'ordine 
2(v -j- fiL -f- ^' + K*' + '^^ — 2«) — n^ — ^K — 2p/ = 2(v -j- v') -j- n(n — 4), 
la quale si lascia ancora definite come il luogo del punii di coniaiio di 
prim' or dine delle curve del fascio (C) con quelle di (C'). 

20. Suppongasi che la superficie F abbia un punto (<r)-plo, 0, e 
che il fascio (/), che sega il fascio (C), possegga in un punto base 
(r)-plo e contenga una superficie dotata ivi d'un punto (r')-plo, e simil- 
mente suppongasi che il fascio (/'), che sega il fascio (C'), possegga in 
un punto base (p)-plo e contenga una superficie dotata ivi d'un punto 
(p')-plo. Suppongasi inoltre che le curve fisse T e T' passino risp. con 
5 ed 5' rami pel punto 0. 

£ facile determinare il modo di comportarsi di w nel punto in 
ciascuno dei seguenti casi: 

O '-<'■'. p<p'; 2") '■ = '•', p<p'; 3°) '■ = '•'. p = p'*)- 

Caso i°) r <^r\ p <^ p'. — Si scelga una superficie arbitraria F', 
d'ordine n, non passante per 0, e si osservi che la superficie A (n° i) 
relariva ai fasci (/), (/'), (F, F') ha in tal caso in un punto 
(f -j- ;-' _|- p -[- p' -j- <T — 3)-plo (n° 2, caso 1°), onde la sua interse- 
zione completa con F sari una curva che passa, in generale, con 

(j(r -|- r' 4" P "f" P' "h ^ — 3) ^^^^^ P^' punto 0, e, poichi da essa si 
stacca la curva 5, non passante per 0, e le curve T e F' contate due 
volte, le quali passano per con 5 ed 5' rami, se ne conclude che la 

curva 0) passa con <r(r + ''^ + p -f- p' + ^ — 3) "" ^0 + ^') ^^^^ 
pel punto 0. 

Caso 2°) r = r\ p < p'. — Nelle ipotesi di questo caso, collo stesso 



*) II Segre ha detenninato, per altra via, il modo di comportarsi della curva co 
in un punto singolare di uno dei fasci (C), (C), che sia punto ordinario per I'altro 
fascio e per la superfide F, indipendentemente dal modo di comportarsi ivi dei fasd 
seganti (/) ed (/O; vedi I. c, n° 3. II nostro metodo h adatto per le applicazioni che 
dovremo Care in segnita 



320 GABTANO A G U G L I A. 

procedimento si trova (pel n^ 5) che la curva co passa pel punto O^in 

generale, con <r(2r -f- P H" p' H" <^ — 3) — 2(5 -f- ^') r^™. 

In particolare, per <r = i, r = i, p = o, p' = i, 5 = 0, s' =0, 
si ricava, com'd noco, che la curva co passa, in generale, semplicemente 
pei punti base semplici di ciascuno dei fasci (C) e (C'), che non skno 
punti singolari pjr la superficie F, ed in uno qualunque di essi, A^ k 
tangente aU'unica curva dell'altro fascio che passa per A^ come si riava 
applicando quanto si h detto alia fine del n*' 5. 

Caso 3°) r =: r\ p = p'. — In questo caso, nel seguire lo stcsso 
procedimento adoperato di sopra, assumeremo una superficie ausiliam 
F\ d'ordine n, la quale abbia in un punto (<r)-plo a cono tangente 
generale ed aflatto indipendente dal cono tangente in alia superficie 
F, ed osserveremo che ora la curva B passa per con <t' rami, epperd 
pei n° 8 si trova che w passa, in generale, per con 

2<r(r-}-pH"<r — 2) — <r' — 25 — 2 5' = <r(2r-f-2p + <r — 2) — 2(5-[-0 

rami. 

Tralasceremo di occuparci dei casi di eccezione pei quali d'altroode 
si possono usare dei metodi analoghi. 

21. Nel caso che i due fasci (C) e (C) sono dello stesso ordine, 
V, cd appartengono ad una medasima rete [CJ, sc C c la curva che essi 
hanno in tal caso in comune, la curva to si scinderi nella curv-a C edin 
una curva rcsiduale, /, d'ordine 4 v -|- w (// — 4) — v = 3 v -|- ;; (« — 4), 
Inogo di tin punto in ciii dtiCy epperd injiuile, curve della rete [C] 51 ^oc- 
cino, la quale quindi non c altro che la Jacobiana della rete [CJ. Ind'" 

cando d'altronde con [/] la rete di superficie, d'ordine ^ , la quale 

sega sopra F la rete [C] ed una certa curva fissa, P, d'ordine p-, 1^ 
curva J si puo evidentemente ottenere come parziale intersezione della 
superficie F colla superficie S, luogo dei contatti di prim^ordine delle su- 
perficie della rete [/] con quelle del fascio (F, F') (ove F' indica al 
solito una superficie arbitraria d'ordine «) e da questa costruzione appare 
chiaro che / t il luogo dei punti doppi della rete [C]. 

22. Riguardo alia curva luogo dei contatti d'ordine k delle curve 
d'un fascio lineare coUe curve d'un sistema lineare oo\ posti sopra una 
superficie algebrica, priva di curve multiple, accenneremo soltanto che, 
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CQn metodo aflfatto idendco a quello usato dal prof, de Franchis nel 
piano, si trova die: 

Dati sopra una superficie algebricUy d'ordine n, un fascio lineare di 
curve, (C), d'ordine v, ed un sistema lineare oo*: [C]*, d'ordine v', non 
aventi alcuna curva in comuney il luogo del coniatti d'ordine k delle curve 
del fascio (C) con quelle del sistema [C]* t una curva d'ordine 

23. Dati ora quattro fasci di superficie (FJ, (FJ, (F^), (F^), d'or- 
dini Hj , n^ , w^ , «^ , quai'6 il luogo di un punto che individua quattro 
superficie di detti fasci ivi tangenti ad una medesima retta? 

H luogo di un punto che individua tre superficie dei fasci (F^), (FJ, 
(Fj) tangenti ivi ad una medesima retta h una superficie, A^^^ , dell'or- 
dine 2{n^ + ^^ -f- w^ — 2) (n** i), ed il luogo analogo relativo ai fasci 
(FJ, (FJ, (FJ 6 una superficie A,^^ dell'ordine 2(«, + w, + «4 — 2). 
Queste due superficie s'incontrano : 
nella curva, 5^, base del fascio (F,), d'ordine n\\ 
nella curva, B^, base del fascio (F^), d'ordine n\\ 
nella curva, 6^^, luogo dei punti di contatto delle superficie del fascio 
(F,) con quelle di (FJ, d'ordine 3(w|+»2+2)+4(w,«a— 2r/,— 2«J *); 
ed in una curva residuale, C. , , , , d'ordine : 

— [<+w:-t- 3(«!+^'+2)+4(«,^-2n — 2« J] 

che evidentemente h il luogo di un punto che individua quattro superficie 
dei fasci (F,), (F^), (F^), (F^) ivi tangenti ad una tnedesima retta. 

In particolare : a) Per ^^ = i si ha : // luogo di un punto che in- 
dividua tre superficie di tre fasci, d'ordini «, , n^ , w^ , ivi tangenti ad una 
medesima retta la quale si appoggia ad una retta fissa, Ry t una curva 

gobba delVordine ^{n^n^ + ^3^1 + ^i ^2 — ^t — ^2 — ''3) "h ^• 

i) Per «j = w^ = I si ha : // luogo di un punto che individua due 
superficie di due fasci, d'ordini n^ ed n^y ivi tangenti ad una medesima 



•) Cfr. BiiNBO, L c, n** I. 

Rmd. Ore, UtUtm, FaUrmo, x. XX (1905). — Stampato il if IngUo ijk>S* 
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rctta chc si appoggia a due reUe sghtmbe fisse R^td R^t una curva phha 
deWordine 2(^2 n^n^ — i) *). 

c) Per fij = n^ = ff^ = I si ha : // luogo dei punti di cofdaUo dtk 
superficie di un fascio d'ordine n colli generatrici di uno sicsso sisUm £ 
un iptrboloide t una curva gobba deWordine 2 (an — i). 

24. Supponendo che ciascuno dei quattro fasci (F,), (F,), (F^), (f^ 
abbia in un punto un punto base risp. (r)-plo, (p)-plo, (<r)-plo, (T)-plo 
e contenga una superficie dotata in risp. d*un punto (r')-plo, (p'}plo, 
((x')-plo, (T')-plo, accenneremo al modo di comportarsi in della curva 
^1^,1,4 ^^ ciascuno dei seguenti casi: 

nr<r\ p<p', <r<«', t<t'; 

2»)r = r', p<p', <r<<r'. t<t'; 

3°)r = r', p = p', cr<ff', t<t'; 

4") r = r', p = p', <y = ff', T < t'; 

5°)r = r', p = p', <t = <t', t = t'. 

Caso 1°). — Le due superficie A. , , e A, , . hanno in tal caso in 

un punto (r+r'-|-pH-p'H-<y+<y' — 3)-plo ed (r+r'+p+p'+'*^+''^'— 3)-p'o 
ed, in generale, i loro coni ivi tangent! sono distinti (n° 2); la curva 
gobba loro intersezione completa avri pertanto in un punto multiplo 

del grado (r + r' + p + p' + d + d'-jXr + r' + p + p' + T + T'-j)^ 
e poich<^ da essa si stacca : 

la curva 5^ che passa con rr' rami pel punto 0; 

Li curva B^ che vi passa con pp' rami; 

la curva 0^^ che vi passa con 

'•' + r'^ + P^ + p'^ + '-r' + fp' + (r + r'Xf + r')-3('- + r' + p + ?'-0 
rami **); ne segue che la curva C^^ passa per con 

('-+'-'+P+P'+'+'^'-3X'-+'-'+P+P'+^+-'-3) 
_[rr'4-pp'+r'+r"+p'+p"+rr'+pp'+(r+r')(p+p') 

- 3('-+' '+P+?'-01 

=('-+'-'XP+P'+^+^')+(P+P')('^+^'+^+^') 
_|_(<r_|_c'Xr+r'+T+T')-3(r+r'+p+p'+<7+c'+T+T'-2) 

rami. 



*) Per questo caso particolare, vedi Mineo, 1. c, n° i, ove ule curva 6 indicata 
con K, 

*) Cfr. Lo Monaco Aprile, Sopra alcuni problemi di contatto, etc., 1. c, Tcor. IV. 



♦•"« 
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Lo stessQ metodo serve a determinare il modo di comportarsi in O 
deila curva C^^^^^^ nei casi 2°), j*'), 4°), 5°) e ad esaminare anche certi 
cast di eccezione. 

In tal modo si trova che, in generale> 

nel caso 2°) la curva C,^^ ^^ ha in un punto muldplo del grado : 

□el caso 3°) del grado: 

4rp + 2(r + p)((r + ff' + t + t') 
+ (<,+ ^')(T_|_V)-3(cr+<T' + T + T')-6(r + p-i)i 

nel rfl5(? 4°) del grade: 

4(rp + p<r-j.(xr)+ 2(t + t'- 3)(r + p-f.(r— i); 

nel owo 5°) del grado: 

4[rp -\- f<s -\- (jr '{' rr -^ fT -^ (TT — (r-f-p + ^ + 'f' — i)]. 

2j. Se due dei fasci, supponiamo (f 3), (-F4), sono dello stesso or- 
dine, n^ , ed appartengono ad una medesima rete [i^'J, se F^ 6 la super- 
fide che essi hanno in tal caso in comune, la curva C. , , , si scinderi 
nclla curva w^^^, d*ordine «j(2n, -}~ ^^a + ^3 ~" 4)> luogo dei pund di 
contatto delle curve dei due fasci che (FJ ed (FJ segano sulla super- 
ficic Fj, ed in una curva residuale, y, d'ordine 

4(2H,«3+2W3«,H-W,;/,+w;)— 8(«,+«,+2«3)+IO— «j(2W,+2fl,+«3— 4) 

=(2«,+3«3-4)(2n,+3«3— 4)— 6(«3-i)% 

la quale t il luogo di un punto in cui due superficie dei fasci (F,), (F^) 
ed infinite della rete [FJ toccano una medesima retta. 

In particolare, per w^ = i si ha : // luogo di un punto in cui super- 
ficie d'un fascio d' or dine «, ed infinite di una rete d' or dine n\ toccano una 
stessa rctta, che si appoggia ad una retta fissa^ R, t una curva, Tj^, d' or dine 

(2„-^3n'-.4X3n'-2)-6(«'-iy=(2n-iXjn'-2H-5ii (n'^i) *). 

26. Supponendo che i fasci (FJ ed (F^) abbiano in un punto O 
un punto base (r)rplo e (p)-plo ed inoltre (F^) contenga una superficie 



*) Per (}uesto caso particoiare vedi Lo Monaco Apeile, SuUa superficie luogo, 
etc, L c, n 2. 
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dotata in d'un punto (r')-plo ed (FJ ne contenga una dotata ivi 
d'un punto (p')*plOy supponendo ancora che la rete [FJ abbia m Ouq 
punro base (9)-plo e contenga un fascio dotato in d'un punto base 
(<r,)-plo, contenente alia sua volta una superfide dotata ivi d'un puoto 
((ij)-plo, per ricavare il numero, f , del rami con cui la curva y passa 
per basteri togliere dai rami con cui vi passa la curva C, , j^, rda- 
tiva ai fasci (F,), (FJ e a due fasci (F^), (FJ contenuti nella rete 
[FJ, quelli della curva a>^^^ relativa ai due fasci che (F,) ed (FJ se- 
gano sulla superficie comune ai fasci (F^) ed (F^). Cosl, ad esempio, 
si trova che, in generaie, nel caso in cui r <[ r', p <C p'> ^ <[ ^i <^ ^a 
si ha 

— 3(^+^'+P+p'+2<r+(x,+(r— 2)— <rfr'+pH-p'+a-3) 
=(^+''-3XP+P'-3)+(r+r'+p+p'-3X<^+<x,+cJ 

la quale espressione d di, in generale, il valor e di t ancfae nei casi: 
r<r\ p<p', <x = a, <ti,; r = r\ p < p', <y<ff, <V» 
r <r'y p < p', ^ <^,=^,; r = r\ p < p', a = <r, < a,; 
r <r\ p<p', <r = ti, = ti^; r = r\ p < p', a < a, = a,. 

27. La curva y (n° 25), relativa a due fasci (F,), (F^) e ad una 
rete [FJ, si pu6 anche otteiiere come parziale intersezione delle due 
superficie luogo dei contatti di prim'ordine delle superficie dei due fasci 
(Fj) ed (FJ con quella della rete [FJ, la cui residua intersezione noa 
k, altro che la Jacobiana della rete [FJ, curva d'ordine 6(w — i)*, di 
cui ^ facile ricavare anche sinteticamente *) il modo di comportarsi in un 
punto base multiplo della rete. 

Nel caso in cui uno dei fasci, per es. (FJ, e la rete [FJ sono dello 
stesso ordine, w^, ed appartengono ad un medesimo sistema lineare 00*: 
}FJ, se h\ h, la superficie che essi hanno in tal caso in comune, b 
curva Y si scinderi nella curva w^ ^ , d'ordine «,(2«, -f- 3 f/^ — 4), luogo 
dei punti di contatto delle curve che il fascio (FJ ed un fascio della 
rete [FJ (che non contiene FJ segano sulla superficie F^ stessa, ed in 



*) Cfr. ad es. Lo Monaco Aprile, Sopra alcuni problemi di contatto, etc, L c, 



n° II. 
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una curva residuale, A, d'ordine 

(2«, + 3 «, — 4)(5 «a - 4) — 6(«, — i.y — n,(2«, + 3«^ - 4) 

= 2(«a — 0(4«. + 3^ — 5)> 
la quale 6 i/ /i/o^o di un punto in cut una superficie del fascio (FJ ne 
tocca due, epperb infinite, del sistema lineare oo^: \F^\. 

Tale curva fu gii ottenuta dal sig. Lo Monaco Aprile come par- 
ziale intersezione della Jacobiana del sistema \F^\ colla superficie luogo 
dei contatti di prim'ordine delle superficie del fascio (F^) con quelle di 
una rete [FJ contenuta nel sistema {F^j, la cui intersezione residua non 
6 altro che la Jacobiana della rete [FJ. 

Nel caso poi che anche il fascio (F^) ed il sistema lineare oo^ : jF^j 
sono dello stesso or dine n ed appartengono ad un medesimo sistema 
lineare oo^: }F|^ la curva A si spezza nella curva /, d'ordine w(4« — 4), 
Jacobiana della rete di curve segata sulla superficie, F, , comune al fascio 
(F,) ed al sistema |F^|, da una rete di \F^\ che non contiene la su- 
perficie Fj, ed in una curva residuale, d'ordine 

2(w — i)(7« — 5) — ^(4" — 4) = io(n — 0% 

la quale non t altro che la Jacobiana del sistema lineare \F\^. Anche 
questa curva, com'^ ben noto, si pu6 ottenere piu semplicemente come 
parziale intersezione delle Jacobiane di due sistemi lineari 00^ contenuti 
in \F\^ la cui intersezione residua ^ la Jacobiana della rete che i due sistemi 
lineari 00' hanno in comune. 

28. Date due red [F]^[Fo, F„ F,] ed [F'] = [Fl, F[, F^J, 
degli ordini n ed n\ quard il luogo di un punto in cui It infinite super- 
ficie delle due reti che vi passano si toccano due a due ? 

Indicando con S il luogo dei contatti di prim'ordine delle superficie 
del fascio (F^, F,) con quelle della rete [F'J e con S' il luogo analogo 
relativo al fascio (F^ , F[) ed alia rete [F], la curva d'intersezione di S 
con S' si scinde nella curva 6, d'ordine j(n^-\-n'^-\'2)-^^(^nn' — m — 2n'\ 
luogo dei punti di contatto di 1° ordine delle superficie del fascio (F^, F,) 
con quelle del fascio (F^, F,'), ed in una curva residuale, ri, d'ordine 

(2„ + 3„' _ 4)(2«' + 3„ _ 4) _ [3(„' -I- „" + 2) + 4(«n' - 2« - 2n')] 

= 3<» — 4) + 3«'(«' — 4) + 9«»' + io> 

in un punto qualunque P della quale 11 fascio dei piani tangenti alle su- 
perficie della rete [FJ che passano per P, ed il fascio dei piani ivi tan- 
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gend alle superficie delta rete [F'j che passano per questo punto, hanoo 
il medesimo asse, e quindi per ogni piano, a, condotto per questo asse 
vi sono due superficie, una della rete [F] ed una della rete [F'J, tangend 
ad a nel punto P, le quali conseguentemente si toccano ivi fra loro. 
Adunque P 6 \in punto in cui le infinite superficie deile due retichevi 
passano si toccano due a due, epper6 y) d il luogo richiesto. 

In particolare, se uno dei numeri n od n' i uguale ad i si ha la 
nota proposizione : il luogo di un punto in cui rette uscenii da un punio 
fisso toccano due, epperb infinite, superficie di una rete, d* or dint n, t ma 
curva d'ordine ^n^n — i) + i. 

E qui notiamo che la curva y (n° 25) relativa a due fasci (f,), 
(f J e ad una rete, [F], nel caso in cui (FJ ed (F^) sono dello stesso 
ordine ed appartengono ad una medesima rete, [F'j, si spezza appunto 
nella curva yi relativa alle reti [F] ed [F'J e nella Jacobiana della rete 
di curve segata dalla rete [/' j nella superficie che i due fasci (FJ ed 
(FJ hanno in tal caso in comune. 

Con metodi del tutto analoghi a quelli gii adoperati (n* 24 e id) 
si riescc poi facilmente a determinare il modo di comportarsi della curva 
TQ e delle varie altre curve di cui si ^ fatto cenno nel n° 27, in un punto 
base muldplo dei vari sistemi lineari a cui esse sono reladve. 

29. Dan cinque fasci di superficie (FJ, (F J, (F^), (FJ, (F ), di 
ordini //^ , w^, w^, n^y n^, gencrali, qual'e j7 numero dei punti dello spa^io 
ciasciino dei quali individua cinque superficie dei fasci dati ivi tangenli ad 
una medesima reti a 1 

La superficie ^,2,j> luogo di un punto che individua tre superficie 
dei fasci (FJ, (FJ, (F^) ivi tangenti ad una medesima retta (n° i), e 
le superficie analoghe A^ ^^ e A^^^ relative ai tre fasci (FJ, (FJ, (f^ 
ed ai tre fasci (FJ, (FJ, {¥ ^ sono risp. degli ordini '^{ii ^-{-n ^'\'n —2), 
2(Wj + «a + «^ — 2) e 2(«, -f- n^ + ^- — 2) ^d hanno in comune le 
curve Bj e B^ base dei fasci (FJ ed (FJ, e la curva 0^^, luogo dei 
contatri di prim'ordine delle superficie dei due fasci (FJ ed (FJ. Ora 
B^ e B^ essendo di ordini n\ ed n\ e di ranghi 2«|(», — 1) e 2«^(Wj— i), 
e 6j ^ d'ordine i{n\ -j- n\ -{- 2) -f- \{ji^n^ — 2^, — 2;/J e di range 

6(«! + n\ + 2«, wj — 8 (2 w, + 2«, — i) 
+ 2(w, + «, - 2)(5wJ + 5n,' + 5«,n, — i6«^_i6n, + 12) *) 



•) Cfr. MiNBO, L c, n° 13. 
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e conoscendo che 6,^, ha comuni con 5, 2 n* (n, + », — 2) punti e con 
^a ^<(^i + '^a — 2) punti ♦), le tre superficie A, , j, A,^,^^ e \,^^ si 
segheranno fuori deUe curve B^y B^ t 6^^ **) in 

— k(^«,+6»a+2«3+2W^+2«— I4)~2WXW— l)] 

— {[3W+«i+2)+4(fi,n,-2«— 2«J][6«,+6w,+2«3+2«^+2n— 14] 

+4^K«,+«a— 2)-f4<(«,+n,~2) 

H-20(n,+n,+ - +^^5—1) 

punti, in ciascuno dei quali le cinque superficie dei fasci dati che vi pas- 
sano sono evidentemente tangenti ad una medesima retta. 

30. Q serviremo infine della curva co (n° 19) per costruire la curva, 
T, luogo dei contatti stazionari delle superficie di un fascio, (F), d'or- 
dine «, con quelle di una rete, [f ], d'ordine n\ 

La superficie generica, F*, del fascio (F), avendo in comune coUa 
superficie S (n° 9) la curva, fi, base del fascio (F), la incontreri uke- 
riormente secondo una curva, C*, luogo dei punti in cui superficie della 
rete [F'] toccano la superficie F*. U fascio costituito da tutte le curve 
C* d dell'ordine n(« -|- 3 w' — 4) (n° 21) e lo indicheremo con (C). 

D'altro canto, supposta la rete [F'J individuata dalle tre superficie 
F^, FJ, F[ e scelta ad arbitrio nello spazio una retta, R^ la superficie, 
2)j, luogo di un punto che individua due superficie dei due fasci (F) 
ed (F^, F7) ivi tangenti ad una retta appoggiantesi ad R (n° i, per 
n" =1), quando F,' descrive il fascio {F[ , F^) genera, com'^ noto, un 
fascio (2^) d'ordine 2(« -j- n' — i). La superficie 2)^, generica di tal 
fascio, ha in comune colla superficie 5 la curva fissa £ e la curva fissa 
r^ (n° 25), luogo dei punti in cui una superficie del fascio (F) ed infi- 
nite della rete [F'] toccano una retta appoggiantesi ad £, ed incontra 5 
secondo una curva residuale, 6*, luogo dei contatti di i^ ordine delle 



•) Cfr. Mmso, L c, n° 6. 

**) Vedi per es., Noethbr, SulU curve multipU di superficU algihrkhe [Annali 
(H Matematica, serie II, tomo V (1871-73), pp. 163-177], n^ 4. 
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superficie del fascio (F) con quelle del (asdo (i^, f7). D fasdo, (6), 
cosdtuito da tutte le curve 8*, 6 dell'ordine 

3(„' 4. „'» + 2) + 4(ifff' — 211 — 2ffO 
ed ha per punti base i 4(n — i)^ pund doppi di (F) e gU 

«'[(«' - 0' + 3(« - 0' + 2(« - !)(«' - 1)] 

punri in cui superficie del fascio (F) coccano la superficie f ^ *). 

I pund ove una C* incontra una 6* sono evidentemente i punddi 
contatto di una superficie F* con le superficie di un fascio (FJ,, i^), 
onde se in un punto, Af , la C* tocca 0*, la superficie F* avri ivi due 
pund di contatto infinitamente vicini, cio^ un contatto stazionario, con 
la superficie del fascio (F^, F[') passante per Af. 

Ci6 per6 non si potrebbe piii conchiudere se M appartenesse alia 
curva Q , d'ordine w' (2 » -|- 3 n' — 4), intersezione completa della su- 
perficie F^ con 5, e ci6 perch6 in tal caso M essendo punto ove la 
superficie F* tocca una superficie del fascio (F^' , F*,*), in generate diversa 
da Fq, tutte le superficie del fascio (F^, FJ*) passano per M. 

Viceversa poi, se in un certo punto, Af, ha luogo un contatto sta- 
zionario di una superficie del fascio (F) con una superficie F^ della 
rete [F'], in tal punto una curva C* tocca una h* e precisamente quclla 
relariva al fascio (F^, F^*) contenente F^^. 

Ora il luogo, co, dei conratti di prim'ordine delle curve del fascio 
(C) con quelle del fascio (0) e deH'ordine 

2n(n + 3 w' — 4) + 6(n' + n' + 2) + 8(ww' — 2w — in') 

+ (2«-f 3;;'-4)(2;/+3n'-8) 

(n° 1 9) e di esse fa parte la curva C^ . Difatri, se ^ c un punto generico 
di Q , c 0^ la curva del fascio (0) passante per a, in tal punto, per la 
definizione stessa di 0^, ha luogo un contatto di una superficie del fascio 
(F) con una superficie, diversa in generale da F^, del fascio (^^, F^) 
cui la 0^ e relariva, onde a, appartenendo alia curva base del fascio 
(F^, F')y sari punto di contatto della 0^ medesinia con una superficie 
del fascio (F) **) e quindi punto del luogo (Ji. Adunque il luogo w si 
spezza nella curva C^ e nella curva, T, d'ordine 

2«(n+3«'— 4)+6(w'+w"+2)+8(n«'— 2«— 2«') 
+(2«+3«'-4)(2«+3«'— 8)-n'(2«+3«'-4)z=4[3(«+w'-2y-i] 



•) Cfr. Lo Monaco-Aprile, Sulla superficie luogo, etc., 1. c, n° 9. 
••) Cfr. MiNEO, 1. c, n° 4. 
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luogo del contaUi siaxionari dcllt superficie del fascio (F) con qudk dclla 
reU [F] ♦). 

31. La costruaone test^ data della curva T permette di determinare 
il nioJo di comportarsi di questa curva in un punto base mulciplo del 
fascio (f) e della rete [F']. 

Cosl per es. nelle ipotesi (a), (a) del n** lo osservando che la su- 
perficie 5 ha in O un punto (>" + r' + p + p, + p, — 3)-plo (n*' lo) 
e che il fascio (2^^), corrispondente ad una retta R non passance per 
0, ha in un punto base C'' + r' + p + p, — 2)-plo (n** 3) a cono 
tangente fisso, e condene una superficie avente in un punto 

(r + r' + p + p, — 2>plo, 

osservando ancora che la curva fissa B passa per con rr' rami e la 
curva fissa r^ con (r + r'-2)(p + p. + p, — 2) + pp, + p,p, + p,p — i 
rami (n** 26) dal n*' 20 caso i** si ricava che la curva co^C^. T passa 
in generale, con 

+ ('' + '" + p + p,-2) + (r + r' + p + p, + p,-3)-3] 
- 2 [2 r r' + (r + r' - 2) (p + p, + p, — 2) + p p, + p, p, + p, p — i] 
= (r-f r' + p + p, + p, — 3)(2r + 2r' + 3p + 2p. + 2p, — 6) 
+ 2[(, + ,'_, )(, + ,'_ 2)_(2rr' + pp, + p.p. + p,p)+ I] 

rami pel punto e, poichS la curva Q vi passa con 

p(^ + ^' + P + P. + Pa- 3) 

rami, si conchiude che la curva T, nelle ipotesi (a), (a) del n° i o, passa 
per con 

(r + r' + p + p. + p, — 3)(2r + 2r' + 3p + 2p, + 2p, — 6) 
+ 2[(r + r' - i)(r + r' - 2) - (2rr' + pp, + p,p^ + p,p) + i] 

— p(^ + ^' + P + P. + Pa- 3) 

= 2[(r + r' + p + p, + p,-3y 

^ (r 4. r' — i)(r + r' — 2) - (2rr' + pp, + p,p, + p,p) + ij 

rami. 

Con lo stesso metodo si trova che, nelle ipotesi (a), (Jf) del n^ 10, 



^ In un'altra Nota di prossima pubbficaaone dar6 una nuova costnizione della 
curva T che confermeri il mio risultato. 

Rmd. Cirt. HaUm. PmUrmo, u XX (1905). — Suimp«to il 26 lugUo 1905. 42 
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la curva T passa per con 

2[(''+r'+2p+P-3)'+(r+r'-i)(r+r'-2)-(2rr'+p'+2pp>j-i] 
rami; e, nelle ipotesi (a), (c) del n** lo, vi passa con 

2[(r+r'+p+2p-3)*+(r+r'-i)(r+r'-2)-(2rr'+2pp.H-p;)+iJ 

rami; etc. 

In particolare, da quest'ultimo risultato, per r = o, r' = 2, p = o, 
p^ = I, si ricava che la curva T passa, in generale, con due rami per 
ciascuno dei 4(w — i)' punti doppi del fascio (f). 

Termini Imerese> aprile 1905. 

Gaetano Aguglia. 



SUGL'INTEGRALI DI PICARD 
RELATIVI AD UNA SUPERFICIE DOPPIA. 

Nota di M. de Franohis, in Messina. 

(Estratto da una Lettera al Prof. G. Castblnuovo). 



Adunania del 9 luglio 190$. 



Nella Lettera ch'EUa m'ha fatto recentemente Tonore di dirigermi *), 
Ella espone un elegante procedimento, mediante il quale riesce a stabi- 
lire I'esistenza di fasci irrazionali, di genere ^ 2, sopra ogni superficie 
la cui irregolariti superi yCP-H- 3), pg essendo il genere geometrico 
della superficie. lo ho trovato un teorema pii!i espressivo, ma riguardanit 
solamente le superficie possedenti una involuxione (regolare o no) di se- 
condo grado. Com'Ella vede, si tratta quindi di una cat^oria piuttosto 
ristretta di superficie ; pur tuttavia il rbultato cui pervengo non mi sem- 
bra privo del tutto d'interesse. 

Se F & una superficie dotata di un'involuzione di 2^ grado e ^h 
superficie i cui punti rappresentano le coppie di questa involuzione, io 
trovo che: se I'ecusso dell' irregolariti di F su quella di ^ supera 
t(^^+ 3)> ^^ '^g ^ *^ genere geometrico della ^ (dot delVinvoluxione 
giacente su FJ, allora la F contiene un fascio irra^ionale di genere ^ 2, 
le cui Qiirve sono coniugate rulVinvolu:^one ; a tal fascio corrisponde su 
^ un nuovo fascio il cui genere h inferiore al genere di quello, almeno 
di due unitA. 

Se la <I» £ r^olare, Tirregolariti di F non potri quindi superare 
T d^g "i" 3)> ^ meno che la curva di diramazione della corrispondenza, 



•) SulU superficie aventi il genere aritmetico negativo [questi Rendiconti, t. XX 
(1905), pp. 55-60. (Adunanza del 14 maggio 1905)]. 
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su 4>, non si componga di 2 w -j- 6 (« ^ o) curve di un medesimo 
fascio (necessariamente lineare) *). Un'altra conseguenza di quella pro- 
posizioDe [unita all'osservazioDe che una superfide avente un integrate 
di PiCARD di prima specie con due periodi possiede, com'£ noto, un fa- 
sdo ellitdco di curve ^) e che le superficie irr^obri di genere zero pos- 
seggono fasci irrazionaii], 6 che Ic superficicy dotatc d'involu:^ioni di gt- 
nere T^ero e di secondo grado^ o sono regolari o posseggono fasci irra:^onaiL 
Ma, senz'altro, passo a dimostrarle la proposizione che Le ho enundato. 

I. Sulla superficie F esbta un'involuzione di 2** grado. Denoteremo 
con ^ questa involuzione o, indifferentemente, una superfide i cui pund 
rappresendno le coppie della ^, Siano G, H due funzioni razionali del 
punto della 4>, T una funzione razionale del punto della F (ma generica 
e quindi, in particolare, non appartenente a <I>) ; sia T' il valore di T nel 
punto coniugato. Ponendo x = G, y = H^ :^ = T — T', si ottiene, 
nello spazio x, y, :(, un'immagine, /(x, y, :C) = <^> della superfide f, 
nella quale il punto coniugato del punto x, ^, :( 6 x, y, — :(. Come im- 
magine della ^ si pu6 assumere la superficie ottenuta da questa, ponendo 
5 = X, TQ = >, C = :c*- Denotiamo con <f (5, tj, C) = o Tequazione della 
superficie ^, cosl ottenuta, sicch6 /(x, y, 7i)^<f (x, y, :(*). Ponendo 

Sia ora j "J" -^ un integrate di Picard relativo alia f ; 

tenendo presenti le relazioni gia stabilite, esse pu6 mettersi sotto la forma : 

J ^ r Ad^-^Bdri r Cdl-^Ddfi 

ove Ay By C, D sono funzioni razionali di ^, r), C La semisomma di 
/ e del suo valor coniugato, rispetto alia simmetria tJ = — ;(^ ^ Tinte- 

grale / = / — > relativo a 4>. £ da notare che la spede di 



*) S intende per6 che le componenti multiple possono talora venir tolte un nu- 
mero pari di volte. 

••) Enriques, Sur Its surfaces algihriques admettant des intigrales de diffhen- 
tielles totalis de premUre espice [Ann. de la Faculty des Sciences de Toulouse, a* s6iie, 
tome III (1901), pp. 77-84]. Cfr. Severi, Osservaiioni sui sistemi continui di curvi 
appartenenti ad una superficie algehrica [Atti Ace Torino, XXXIX (1904), pp. 490-506]. 
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/ non pu6 superare quella di /, sicchi, se I h di i* specie, h tale anche 
/ (o questo riducesi ad una costante). Insomma: tutH gl'integrali di Pi- 
card della F sono somme di integrali (di specie non inaggiore), provenienti 

dalla 4^, con integrali della fornm I — , ove C, D sono fun- 

T^ioni ra^^ionali di ^, in, C- 

Siano ora H=f^'^ + '''\ H, = TMi+A^ due in- 

tegrali cosiffatd e di prima specie. Se if, non i funzione di H, si ha, 
com'& noto *), la relazione: 

CD, - C,D=f^X(x, y, = 2Cy; ^^^'>'^\ 
ove X (x, yy 7^ h \m polinomio canonico della F. Di qui si vede subito 

X Cx V 7 1 

che ^ ^ -^^ ^^ = ji,(5^ D^ 2^)^ ove [n 6 simbolo di funzione razionale; 

e, poichS Tintegrale doppio di i* specie I I ^ ' ^^ ^^ dxdy 6 iden- 

rico a / I -i-^-^ — - — ^didin, (^(5, ft, ^ ^° polinomio canonico della 
^ *•). In conclusbne, 

(n/e (i(.(E, T), ^) i un polinomio canonico della 4^. 

2. In base a quest'osservazione, e ripetendo il ragionamento da Lei 
fatto nella Sua citata Nota, ricavasi subito che, denotando con S il nu- 
mero degl'integrali di Picard, linearmente indipendenti, di i* specie, della 

forma / ■ , se ^ — w + 2, ove w- 6 " genere geome- 

trico delk 4^, esistono due, almeno, di tali integrali, funzioni I'uno del- 
Taltro; e quindi suUa F esiste un fascio irrazionale, |C|, di genere ^ 2, 
di curve, le quali sono curve di livello per i due integrali considerati. 
Appunto perch^ questi ultimi cambiano solo di segno quando si cambia 
:( in — :(, le curve del fascio sono coniugate Tuna dell'altra rispetto al- 



^ Cfr. PiCARD et SiMART, Thiorie dss fonciions algihriques ds deux variables 
indipendantes, t I, pp. 137-139. 

**) La proposizione inversa 6 nota, in geaerale. Cfr. EHRlQltmi 
tmtria sulh suptrficu algthriche [Memorie Ace. Torino, s. II, t XL 
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i'involuzione ■&. Sulla superficie 4> a tal fascio corrisponde dunque un 
fascio (razionale o no), jTI, le cui curve rappresentano le coppic di 
curve coniugaie del fascio jC|. Se I fi il genere del fascic ]C\ c t quelk) 
di |r|, appunto perch^ da \C\ proveiigono almeno due int^rali Ji i' 
specie non provementi da |r], sari J — '''^2 *). Tenendo presente 
die S i I'eccesso del numero degl 'integral di Picard, di i' spede, H- 
nearmenie indipendeoti, della superScie F, sul numero di quelli rebtivi 
a *, cio^ deH'irregolariri di F su quella di *, il ragionamento fetto 
prova il teorenut che Le ho gU enimdato. 



McMbu, » ginipio t90f. 



M. DB Fkancbis. 



*) Aim daUa fonnola di Zbutkbn d ha I— t^t — i, U qnale disegui^iuui 
t [nft opreuivi, le i ^ ]. 



ALCUNI TEOREMI SULLE FUNZIONI SEMICONTINUE, 

E SULLE FUNZIONI DI UNA VARIABILE, 

LIMin DI FUNZIONI DI DUE VARIABILI REALL 

Nota di Armando Barbieri, in Modena. 



AduBAnsa dtl 14 auggio 1905. 



n Signor Baire nel suo bd libro di recente pubblicazione *) ha 
incrodotto il concetto di funzione semi-continua superiormente od infe- 
riormente ed ha dimostrato alciine propriety di tali funzioni. 

Invitato dal Signor Prof. Bortolotti ad esaminare di quaii altre 
propriety pid comuni alle funzioni continue godesse questa nuova specie 
di funzioni, ho dimostrato in primo luogo che 

a Una funzione semi-condnua superiormente (inferiormente) am- 
mette un massimo (un minimo) in ogni inter valio in cui & definita ». 

In secondo luogo che « anche per tali funzioni vale il teorema dalla 
continuity cosidetta uniforme ». 

Di poi facendo seguito ad una Nota dello stesso Signor Baire, pub- 
blicata nel a Bulletin de la Soci^t^ Math^adque de France » (t. XXXII, 
anno 1904) ho dimostrato i teoremi seguend : 

a La condizione necessaria e sufficiente perchfi una funzione /(x) 
della variabile reale x, definita in un intervailo (ai), si possa conside- 
rare come limite, al tendere di y alio zero, di una funzione F{xy) semi- 
continua superiormente (inferiormente) rispetto ad x, e, rispetto ad y 
nell'intervallo (01), non crescetUe (non decresuntej al tendere di y alio 
Xjoro •*), h che /(x) sia semi-condnua superiormente (inferiormente) nel- 
Tintervallo stesso ». 



^ Lefons sur Us fonctions discontinues. Paris, Gauthier-Villars, 1905. 
•^ Tale CIO* che sia 

y^<y^. n*yi)^P(.*yi) 
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« La coodizioDe necosaria i cafficieDie perch^ una finmone /(i) 
ddU variabile reale x, defioiia io lui inurvallo (ab), si possa conodt' 
rare come litnite, al tendere di y alio zero, di una fuDzione F(xy)i^ 
due nriabiU reab x, y, coodDiia lispetto ad x in (n 6) e rispcno ad j 
tale cb^ in ogni uuervallo (o, •) (o < < ^ i) f^ccia infinite osdlLuiiii ; 
iotomo al linuie pter ^ = o, i die /(x) sia condnua neU'iiitemBD ' 

(«.»)•• ' 

IX tali teoraoi tntendo gpvanui per lo studio della seguente qitt- 
stione: 

« Data una varialMle h.(x) che soddisfi alle condizioni 
lim H.(x) = «at lin v, = I 
detenninare ana limiione f (n) tale die sia 

fim [Em «,(x)J ^liniK,[f (fl)]. 

In panicolarei detenninare te oondibaiu saeo \a tpifi si poft » 
stituire alia rkerca dd limile: 

Em [Um ii,(x)] 

qudkt, asui jnii semplice, del limite 

lim «, («■) 
« numero reale deurminau) ». 

L 

1. Definizioni : Una funzione /(x) della variabile reale x, dicffi 
semi-continua superiormente in un punto x, se, per ogai e positivo fissato, 
» pu6 detenninare un A, ulc cbe, per x compreso fra x^ — h,, Xg-\-ii, 
si abbia 

/«</(«.)+■• 

Analogamente : Una funzione /(x) (x reale) dices! semi-contim 
infmormenU in un punto x^ se, per ogni valore di x, soddisfacente iDi 
relaaone 

x„ — fe, < X < x„ + fc. 



*) Cfi. Baiu. £«fMJ Mr lu /nvtiMf iiiMKtiKwt, pag. 71. 
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La /(x) dicesi semi-continua superiormente (inferiormente) in un 
intervallo (ab) se £ semi-continua superiormente (inferiormente) in ogni 
punto deli'intervallo (ab). 

2. Teorema I. — a Una funzione semi-condnua superiormente in 
un intervallo (ab) ammette ivi un massimo ». 

Infatti sia >. il limite superiore dei valori di f(x) nell'intervallo (a b) 
e sia x^ il punto di Weierstrass relativo a questo limite superiore. 

Dato ad arbitrio il numero positivo e, la semicontinuiti superiore 
di f(x) permette di determinare un intorno di x^, (x^, — fc,, x^, -f- fc,) 
tale che, per ogni valore di x, appartenente a questo intorno, si abbia 

(0 /w </(*„) + -V- 

Entro codesto intorno il limite superiore 6 X e perci6, fra gli infi- 
niti valori di x che soddisfano alia (i), ve ne sari almeno uno x' che 
soddisferi alia disuguaglianza 

(a) ^ -/(*')< 4" 

dunque per le (i) e (2) 
dob 

'k = f(x^) C. D. D. 

G)n procedimento analogo si dimostra il 

Teorema P". — a Una funzione semi-continua inferiormente in un 
intervallo (ab) ammette ivi un minimo ». 

Osservazione. — Una funzione semi-continua superiormente in un 
intervallo (a b) pu6 ivi non ammettere un minima ed una funzione semi- 
condnua inferiormente non ammettere un massimo. 

3. Teorema n. — « Se una funzione f(x) i semi-condnua supe- 
riormente in un intervallo (a b) (inclusi gli estremi), per ogni c positivo 
arbitrariamente scelto, esiste un numero determinato d tale, che la re- 
lazione 

h soddisfatta: 

in un intervallo di ampiezza id di cm x' t punto di mezzo, se x' 
h qualunque nell'intervallo (a -f- d> b — d) (inclusi gli cstrcmi), 

Mtmi, Ore. iUUm. FaUnm; u XX (190$). — tumftkto U %^ luglio i^u%. 4) 
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neU^tervallo (a, x''\-d)sex' t qualunque ndnntenmllo (a, ^^*H)b 
neU'intervaUo (x' — if, ») se x' » > ib.b-^t'). 

Si consideri una funsone f (x) tade che 

Poichd f (x) i semi-condnua superiormente, per ogoi punto x, £ 
(a&), compresi gli estremi, esisteii un numero bmo^ tale, che 
x^ — A^,. < X < x^ + i^., ^)(x) < ^>(xj + f . 

n dfiatd numeri l^«^, ve ne saranno infiniti cosotuend un gnippo: 
vi sari perci6 un limite superiore d{x^. 

Dico che d(x') d funzione continua di x nell^cervallo (aV). 

Infatd, per un punto x, intemo all'intervallo [x^ — d(x^jX^'^i(x^] 

dix,) ^ rf(*J - (*. - xj 

M(xp-d(xJ^Ix,-xJ. 
Fissad x^ ed t e quindi determinato i/(Xo), la relazione precedenie 
h vera qualunque sia x, interno all'intervallo [x^ — ^(0> ^o *h ^(0]> 
allora, pur di prendere 

K — *ol <^f 

9 qualsiasi, sari 

il che prova la condnuidi della d(x). 

Se era d indica il minimo della ^(x) in (ab) non potri essere 
d = o^ perch^ nel punto di minimo non si avrebbe la semi-condnuiti 
per <p(x). Evidentemente tale minimo rappresenta il numero d domandato). 

Tegrema II'***. — Analogo al precedente per le funzioni semi-con- 
dnue inferiormente. 

(Stessa dimostrazione). 

n. 

I. n Signor Baire ha dimostrato il teorema s^[uente **): 

a La condizione necessaria e sufficiente perch^ una funzione ^ 



•) Cfr. Dwi, Fondammti, pag. 48. 

**) Cfr. Bahie, Bulletin de la Sod6t6 Math^raatique de Fiance, loc dt 
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rappresentabile da una serie i cui termini sono funzioni continue e souo, 
da un certo punto in poi, tutte del medesimo segno d, che essa sia 
semi-continua, superiormente nel caso dei termini negadvi, inferiormente 
nel caso dei termini negativi ». 

Convenzione : Per significare che una funzione F(x)p) soddisfa al- 
I'una o all'altra delle relazioni 

diremo rispettivamente che F(^xy) t non crescenlt al tender c di y alio 
Xfro o non decrescente al tendere di y alio T^ero. 

Premesso ci6 dimostriamo il seguente 

Tegrema ni. — a La condizione necessaria e sufBciente perchi una 
funzione /(x) definita in un intervallo (a i), si possa considerare come 
limite per j' = o, di una funzione F{xy) semi-continua superiormente 
(inferiormente) rispetto ad x in {ab\ e, rispetto ad y^ neU'intervallo (oi), 
non crescente (non decrescente) al tendere di y alio zero, e che j\x) 
sia semi-continua superiormente (inferiormente) neU'intervallo stesso ». 

Limitandoci al caso della semi-continuitA superiore dimostriamo che 
la condizione £ necessaria. 

Infatti, fissato un valore x^ della x neU'intervallo {aV) per ogni c 
positive, potremo per le ipotesi fatte, determinare un valore yxQ,i < i 
tale che 

o<y<y.^^y F(x^y) </(xJ + -^ . 

Per la semi-continuiti superiore di F{xy)y potremo determinare un 
intervaUo (jc^ — d, x^ -|- d) [Teor. II] tale che per ogni x in questo 
intorno, sia 

Pixy) < F(x,y) + ±- . 

Essendo poi F{xy) non crescente, si ha ancora 

, . Six)^Fixy), 

da cui 

y ^ y^o^ ' ^ 

La relazione 
prova che /(x) k semi-continua superiormente* 
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La condizione h suffidcDte: 

Consideriamo la successioQe di fun&om coatinae 

CO /.W, /.(*) ..• Mx) ... 

definite come segoc : Per ciascun numero deila forma — ^ (a inten>)cQr- 
rispondente ad un punto delTintervallo (a^ b)^ /, i uguale al masanx) 
di f(x) ndl'intervallo I — 5 — , — ^^I — I : in ogoi iatervallo che ha 

per estremiti due numeri consecutivi di questa forma, /^ varia Imear- 
mente. 

Tale successione 6 monotona (non crescente) e tende ad /(x) al 
tendere di v all'infinico *). 

Definiamo una funzione delle due variabili x td y^ F(xy) net ret- 

tangok) delle rette x = a, x = &, ^ = o, ^ =: i nel modo seguente: 

r Per V = o 

F(x,)=/(x). 

IT Per ogni punto x delllntervallo (ab) 

f(*.-f) =/.(*)• 

nr F(xy) in ogni intervallo 1—7— , — 1 i lineare rispetto ad 
^: si ha ciod 

^y^—y F{xy) = My + N 



V -f- I — — V 
essendo M, N funzioni delle x, definite dalle relazioni 

AW = V + ^' /... W = 7:^1 + ^' 

Da queste si ottiene 

La forma della F{xy) e la condizione II* ci assicurano della con- 
tinuiti di F(xy) rispetto ad x nell'intervallo (ab). 

La in* delle coudizioni imposte e la monotonia della successione 
(i) d permettono di asserire che F(xy) k monotona rispetto ad jr e 
di scrivere la relazione: 



*) Cfr. BAntB» Lifons sur l$s foncHons disc<mHnws, pag. 6 e seg. 
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da d6 e dalla condizione 



deduciamo che F(xy), per jr che tende alio zero, tende pure ad f(x). 

c. D. D. 

2. Lemma I. — a Data una funzione F(;c_y) semi-con tin ua superior- 
mente rispetto ad x neirintervallo (ab) e, lungo una successione 

jiVz • • • y^ • • • 

tendente alio zero, non crescenU al tendere delle y alio :^erOy se per ogni 

punto di X di {ah) 

\\mF{xy) =/(x) 

/(x) fe semi-continua superiormente nell'intervailo (ai)». 

Infatd, per ogni punto x^ di (a ^) ad ogni e fissato, potremo coor- 
dinare un numero y^ tale che 

potremo inoltre detenninare un valore v, tale che 

^^\> y^<y^ 

per cm SI avra 

Per la semi-continuiti superiore di F(xy) 
da cui 

che prova la semi-condnuitii superiore di /(x) nell'intervailo (a b). 

Analogamente si dimostra il 

Lemma II. — « Se -F, (*>) ^ ^"^^ funzione semi-continua inferior- 
mente rispetto ad x, e, lungo una successione 

tendente alio zero, 6 non decrescente al tendere delle y alio Tiero^ se 

Mm F. (*>)=/(*), 

/(x) & semi-continua inferiormente ». 
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Teorbma IV. — « La condiaone necessaria e sufficknce perchi imi 
funzione /(x) delta vanaUk reak x, definita in un btervallo (aft), si 
possa considerare come limite, ai tendere di y alio xero, di una funziooe 
F(xy) delle due variabili reali x, y, condnua rispecto ad x in (ab) e 
rispetco ad y tale cbe, in ogni intervallo (o, t) (o < t ^ i) £uda in- 
finite osdllaadoni intomo al limite per jf = o^ i che /(x) sia amanna 
nell'intervallo (tf, V) »• 

La condiaone i necessaria. 

Infiatd I'uldma delle condizioni imposte alia F(xy') d permctte di 
costruire due successioni 

J'l > 7x9 • • • J^» > • • • 

y I » ^1 f • • • ^f f • • • 

tendenti alio zero, lungo le quali F(x, jf) i rispetdvamente nonarescenU 
e non decrescenie al tendere delle y otto xfro : per i Lemmi precedend 
/(x) sari semicondnua superiormente ed inferiormente e quindi conti- 
nua nell^tervallo (ah). 

La condiaone i suffidente: 

Sia/(x) una funzione condnua in un intervallo (ah). Pocremo 
per il teorema citato di Baiu, costruire due successioni di funaoni 
continue 

/.W> /aW» •••/.(*), ••• 

la prima delle quali non crescente, la seconda non decrescenie, che tendooo 
ad f(x) al tendere di n all'infinito. 

Costruiamo una funzione delle due variabili x, y, F(xy) (x varia- 
bile da a a ^, ^f da o ad i) nel modo seguente: 

PPer> = o, f(x:y)=/(x). 

IT Quando y prende valori della forma — (« intero) F (xy) si 
riduce ad /, (x) od a f . (x) secondo che n 6 pari o dispari. 

nr Nell'intervallo ( -. — , — i FCxy) varia linearmente da 

\2V -f- I 2 V / ^ '^^ 

9av^, W ad /,, (x) rispetto ad >, cio6 

j;qr7^y^^> F(xy) = My^N 
M, N funzioni della x definite dalle uguaglianze: 
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2V-|- I 



?«+. = rr-T-T + ^ 



da cui 

^^^^, F(^y)=2v(2v+i)[(^-)')9...+(>-^)/«] ; 

La forma di F(xy) e la continuiti delle /^ e <p^ ci assicurano della 
continuiti delle F(^xy) rispetto ad x neirintervallo (ab), 

Inoltre, poich^ si ha, almeno per valori di v sufficientemente grandi, 

ed h 

lim9, = lim/, =/(x) 



concludiamo che la f (x, jr) teade pure ad /(x) al tendere alio zero 
delle y. 

Manifestamente lungo le due successioni di valori per la y 



II I 

}'v — — > "^ > • • • ^ ' ' • • 

I I I 
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sono soddisfatte rispetdvamente le relazioni 

La F(x, ^) cosi coscruita soddisfa adunque a tutte le condizioni 
richieste. 



Modena, aa dicembre 1904. 



Armando Barbierl 



SULLA ESTENSIONE DEL METODO DI LAPLACE 

ALLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 

DI ORDINE QUALUNQUE CON DUE VARIABILI INDIPENDENTL 

Memoria di Laura Pisati, in Roma. 



AdanAnia del a8 outggio 1905. 



Introduzione. 

I. £ noto che qualunque equazione differenziale lineare a derivate 
parzdali della forma 

si trasforma in altra dello stesso ordine e tipo quando sia assoggettata 
a una qualsiasi delle seguenti sostimzioni 

dove ?, ^, / sono funzioni qualunque. E di cio nei calcoli si approfitta 
talvolta per ridurre Tequazione a forma particolare, disponendo delle fun- 
zioni arbitrarie 9, <}/, /, in modo da imporre condizioni assegnate ai coef- 
ficienti dell'equazione trasformata. Per un'equazione del detto tipo non 
esiste gruppo piu generale di trasformazioni finite che goda della stessa 
proprieti invariantiva, cio6 che trasformi Tequazione lineare in altra 
equazione lineare. 

Ma oltre le trasformazioni finite si possono considerare trasforma- 
zioni lineari di variabile dipendente, definite da equazioni differenziali. 
Tali sono le particolari trasformazioni 
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che Laplace ha applicato aU'equazione di secondo ordine 



dxdy dx ' dy 

e che godono della proprieti di trasformare questa equazione in altra 
dello stesso ordine e upo ; I'applicazione di queste trasformazioni permette, 
com'6 noto, in casi particolari di ridurre Tintegrazione dell'equazione 
proposta a quella di equazioni di ordine minore. 

Questo risultato che finora 6 forse Tuiiico di carattere generate, ot- 
tenuto in tale ordine di ricerche, fa concepire Tidea che anche per equa- 
zioni di ordine superiore al secondo si possano ricercare le condizioni 
di riducibiliti, assoggettando I'equazione a trasformazioni differenziali. 

Per il caso di equazioni che ammettono un integrate della forma 
di EuLERO i stata intrapresa la discussione dal Le Roux *), il quale 
ha potuto allora definire una categoria di trasformazioni affini a quella 
di Laplace, e che generalmente trasformano I'equazione in un sistema 
di equazioni di ordine superiore. 

Ho voluto fare la ricerca stessa per equazioni di tipo generate, e ad 
esporre i risultati che ho fino ad ora ottenuti e dedicata la presente Nota. 

2. Nella prima parte, dopo avere stabilito una classificazione delle 
equazioni in base alia natura delle caratteristiche, studio le sostituzioni 
del tipo :( = X;(j e ricerco i relativi invarianti; indi definisco certe par- 
ticolari trasformazioni differenziali lineari che hanno proprietd affini a 
quelle di Laplace, e dimostro che, applicate a un'equazione di ordine 
qualunque, conducono in generale a sistemi di equazioni di ordine su- 
periore; ma in alcuni casi, definiti appunto dalle proprieti delle carat- 
teristiche deU'equazione, si puo otteaere Tabbassamento del sistema: ac- 
certo cosl Tesistenza di una categoria speciale di equazioni, che ho chia- 
mato a caratteristica completa, in cui il sistema trasformato si riduce a 
una sola equazione dello stesso ordine e tipo della primitiva. Ed t no- 
tevole rilevare che tutte le equazioni lineari di secondo ordine rientrano 
appunto in questa categoria, il che spiega perch^ la teoria di Laplace 
6 applicabile alle equazioni lineari di secondo ordine in generale **). lu- 



•) Bulletin de la Soci^t6 Math^matique de France, t. XXVII (1899), pp. 237-262. 
**) Si sa che qualunque equazione lineare del secondo ordine di tipo iperbdico 
pu6 essere ridotu aUa forma di Laplace per mezzo di una sostituzione di variib^ 

Rtmd. Cirt. Matem. PaUrmo, t. XX (1905). — Sumpato il 27 lugUo 190$. 
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vece fra le equazioni di ordine superiore al secondo, quelle a caxatteristica 
conipleta costituiscono una classe pardcolare. 

3. In questa classe speciale dunque devono ricercarsi i casi di ridu- 
cibiliti, simili a quelli di Laplace, e tale ricerca forma oggetto della 
seconda parte di questa Nota. Le condizioni di riducibiliti di un'equa- 
zione a derivate parziali si possono risolvere in condizioni imposte alia 
forma degli integrali. Seguendo allora un metodo che, per anologia con 
altri metodi classici, si pu6 chiamare <ir dclla varia:^ione delle cosianti arhi- 
trarie n, pongo il quesito di ricercare le condizioni affinch^ un'equazione 
a caratteristica completa ammetta un integrale del tipo / X^?^,dove le 
X, in luogo di essere costanti, sono funzioni della x ; la ricerca di que- 
sta condizione, che k, piu generale di quella di Eulerg, si collega con 
Tapplicazione delle trasformazioni diiferenziali, definite nella prima parte. 
Dimostro che quando queste condizioni sono soddisfatte, h possibile de- 
terminare alcuni casi di effettiva riducibiliti, nei quali cio£ l^tegrazione 
dell'equazione data puo ridursi a quella di equazioni d'ordine minore. 

L'insieme di questi risultati viene a costituire per un'equa^one di 
ordine qualunque una teoria che corrisponde a quella data da Laplace 
per le equazioni del secondo ordine e la comprende come caso pard- 
colare. 

4. NcUa terza e ulrima parte applico la teoria medesima alia discus- 
sione dcircquazionc del tcrzo ordine, c per qucsto cabo espongo la ricerca 
intera, riprendcndola tino dal principio, con tutte Ic semplificazioiii di 
cui essa c allora susccttibile, e la proscguo, ricavando eHettivamenie le 
forniolc csplicitc, sino a ottenere Ic condizioni di riducibilitd espresse 
sotto forma di rclazioni fra i cocfEcienti. Inrtne, e sempre a ritolo d'esem- 
pio, tratto il caso pardcolare deirequazione del terzo ordine a coefficienri 
costanti, nel quale caso, soddisfatta che sia una determinata relazione, 
mostro come I'integrale generale si ricavi espresso per mezzo delle fun- 
zioni di Bessel. 



indipendenti, eseguita ncl campo reale; un'equazione del tipo ellittico a coeffidenti ana- 
litici, similmentc pu6 cssere ridotta per mezzo di una bObtituzione nel campo complesso. 
Per le equazioni di tipo parabolico la ricerca non si pone, poich^ per queste equazioni 
casi di riducibilita paragonabili a quello di Laplace non esistono. In questo sense 
dico che la teoria di Laplace ^ applicabile all'equazione di secondo ordine in generale. 
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Queste applicazioni possono valere per dare una piu chiara idea 
del metodo che sono giunta a stabilire. 

PARTE PRIMA. 

5. Equazione e sue caratteristiche. — Sia data un*equazione li- 
neare a derivate parziali, di ordine ;/, con due variabili indipendenti 



i— «— r 



nella quale i coefficient! sieno funzioni di ac e di y, 

Caratteristiche di questa equazione si chiamano tutte le soluzioni 
della seguente equazione ausiliaria 

b quale ha per coefficient! i coefficienti dei termini di n"° ordine della 
/)(:() = o. Una qualunque di queste funzioni u>(xy y)y quando sia egua- 
gliata a una costante, definisce una curva che, come h facile vedere 
[differenziando la if (x, y) = cost., e sostituendo nella (2)], ha per equa- 
zione differenziale 

~\-iyci^p^p(^dxy(idy)-P = o 

ed ft quindi per D(iO^=o una curva caratteristica, nel scnso di Monge *). 
Per un'equazione di ordine «, Tequazione ausiliaria delle caratteristiche 
si decompone in n equazioni del primo ordine; esistono quindi n fami- 
glie di caratteristiche (reali o immaginarie) le quali possono essere o no 
tutte distinte fra loro. 

Si pu6 sempre, senza venir meno alia generalitd, supporre che una 
delle caratteristiche sia la variabile indipendente x, il che si ottiene facen- 
do una sosrituzione [tt/(x, ^), x], la quale appartiene alia categoria di 
quelle che non alterano I'ordine e la lineariti dell'equazione, ma sola- 
mente i valori dei coefficienti. Nel presente lavoro si assumer4 sempre 
I'equazione sotto questa forma, la quale ft caratterizzata dal fatto che il 

coefficiente del termine ^-^ ft nuUo, e quindi nel gruppo delle derivate 



*) Cfr. Fou£t,. FfuiwHs amUjik itiZt Lt^ms sur la 

thior'u dss surfaaSf vol L 
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n"* si pu6 mettere in evidenza il fattore simbolico 3— . E ailora, quando 

ci6 non possa farsi per potenze di ^ superiori alia prima, si diri che 
la X 6 caratteristica sempliu; quando invece nel gruppo delle derivate 

n"* si possa raccogliere a factor comune il simbolo -^— ^ , si diri che la 

X i caratteristica multipla, di or dine m, dell'equa:^ione -D(0 = ^• 

Ci converrd estendere questa definizione ai singoli gruppi di derivate 
del medesimo ordine. Allorch^ nel gruppo delle derivate r°* si possa 

mettere -^— ^ a fattor comune, chiameremo la x caratteristica d'ordine m 

per il gruppo delle derivate r*"'. Introduciamo inoltre la parola ratigo: 
diremo che la x t caratteristica d'ordine m e di rango (x, quando e ca- 
ratteristica d'ordine fit per le derivate w"% d'ordine m — i per le deri- 
vate (n — i)"*, e cosi successivamente fino all'ordine m — (i per le 
derivate (w — (x)°*. E nel caso m =^ n — i, (x = « — 2, ossia quando 
I'ordine di multipliciti, partendo da « — i pel gruppo piu elevato *), 
vada diminuendo successivamente di un'uniti fino a ridursi eguale a i 
pel gruppo delle derivate seconde, diremo che la x ^ caratteristica com- 
pleta deU'equazione. £ a caratteristica completa un'equazione della forma 



r—i st^n—r J^r-i-s 



8' 



= o. 



(3) LL^rs^^r^. 

r— o i«sO ^ '^ ^ J 

Per le nostre ricerche sar4 questo un caso parricolarmente interes- 
sante. 

6. Studio della sostituzione x^^=i\7^. — Vogliamo ora intrapren- 
dere lo studio delle sostituzioni di variabile dipcndeate. Consideriamo an- 
zitutto una sostituzione finita del tipo ;^ := X ^', dove \ c una funzione 
qualunque di x e di y. 

Si scriva Tequazione sotto la forma simbolica 

(4) ^(O^Z«.5'V(0 = o, 

in cui $ = 3— , Y) =r -^ . A sostituzione eseguita s'immaginino ordinati 
nuovamente i termini secondo Tordine di derivazione in x^^ e si scriva 



*) Se invece che da « — i si partisse da n, la y non figurerebbe pid nell'equa- 
zione. 
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la trasformata cosl, dopo aver tutto diviso per X: 

(5) i5'(0 = I<.e'»'(0 = o. 

Si tratta di esprimere i nuovi coefEcienti in funzione degli andchi. 

L'espressione diretta non riesce semplice. Ma ricorrer6 a un metodo 
simbolico, che permette di dare al risultato una forma estremamente 

condsa. Basteri infatti considerare il fattore operative D = X^n^*^^' 
come se fosse un polinomio in due variabiii (, y) per potere scrivere 

I I d''"^' D 
e allora il risultato della sostituzione viene espresso cosl 

(7) i,.(,.)«j.2:,.Ljj|^mjivft')=o. 

7. La sostituzione ;;[ = X:(' lascia invariate certe espressioni formate 
coi coefficienti dell'equazione; interessa fame la ricerca. A tale scopo 
devesi, nel sistema delle equazioni che legano i coefEcienti nuovi con gli 
antichi, procedere all'eliminazione di X e delle sue derivate successive. 

Dalle formule ottenute si vede anzitutto immediatamente che i nuovi 

coefficienti delle derivate ti^^ risultano eguali agli antichi; si banno cos) 

dunque n invarianti: 

/ =a =a' 
11—1,1 »— 1,1 i»-.i,i 



/, = «. =a'. 



Dalle equazioni poi che ddnno i coefficienti di $*"' e di >)*"' nella tra- 
sformata, e che possono scriversi come segue 

dlogX 



a' = a A- a 

11—1,0 11—1,0 I '•i»— 1,1 



dy 
dlog'k 



a' = a 4- tj ^ 

0,11—1 ^o,i»— 1 I **i,n— 1 ^^ 

si ricava, tenendo conto delle uguaglianze precedenti, un altro invariante 

d ^ ^-1,1 dy a.,._, d X a;^,,, d^ a[^^^ 

e nel tempo stesso si ricavano le espressioni di ^^ e di ^^ 
e da queste le successive derivate di logX E^ u 
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-^ — — — - — 2 equazioQi contengono il X solamente in termini che si 

possono esprimere in funzione di queste derivate, basta sosrituire le e- 
spressioni ottenute per ricavare altrectand invariand: 

-*«_,,, (^fc,4 . . .) = -U-a,! \^hh • • •) 

Ogni coefficiente di cosi origine a un invariante (che abbiamo denotato 
con gli stessi indici del coefficiente medesimo), salvo i due coeffidenri 
^«_io> ^o,n^i ^^^ dinno origine a un unico invariante /. Si hanno.dun- 

que ^ ' — ^^ *" ^ — 2 invarianti, tutri fra loro indipendenti, perche 

2 

in ognuno figura un coefficiente, che non figura in quelli che precedono. 

8. Delia sostituzione ;( = X:(' si pu6 approfittare per ridurre Tequa- 
none a forma particolare. In generate t possibile determinare X in mode 
tale che una rekzione prescritta venga ad essere verificata fra i coeffi- 
dend. La piu semplice condizione che si pu6 ass^nare, d Tannullarsi 
di un coeffidente (che non sia fra quelli delle derivate n""^, i quali sono 
invariand) : si pu6 ad esempio prescrivere che nella trasfonnata manchi 



il termine in ^ ^ J^ , ; dovri allora >. soddisfare all'equazione diflferenziale 

cio^ a un'equazione lineare il cui ordine ^ complementare dell'ordine del 
termine che si vuole fare sparire. Cosi, se si volesse I'equazione mancaa- 
te del termine in ;(', dovrebbe X essere soluzione della D (X) = o ossia 
integrale pardcolare deU'equazione primidva, risultato ben noto. Se si 
volesse invece fare sparire uno dei termini di ordine n — i, dovrebbe 
'k soddisfare a un'equazione del primo ordine. 

II problema di ridurre a zero uno dei coefficiend di ordine piu ele- 
vato, ^ dunque il meno difficile fra quelli che si possono proporre. La 
risoluzione di questo problema conduce a definire una categoria di tra- 
sformazioni diiferenziali, lo studio delle quali forma oggetto dei paragrafi 
seguend. In tale ricerca il caso della caratteristica semplice e quello della 
caratteristica muldpla devono essere trattad separatamente. 

9. Caso della carati'eristica semplice. — Nel caso della caratteri- 
sdca semplice si pu6 con la sostituzione :( = X;^' fare sparire il termme 
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in 5"""'- Ponendo infatti la condizione che il coeflSciente fl|,_,^o sia nuUo, 
si ha per X Tequazione difTerenziale seguente: 

la quale 6 possibile a soddisfare, poich^ per I'ipotesi della caratteristica 
semplice, il coefficiente ^„_, , non 6 nuUo. Integrandola (e basta prendere 
una soluzione particolare), si ha 

Questa determinazione di X conduce dunque a un'equazione in :^^ del 
tipo seguente 

Qui osserviamo che se, come caso particolare, i coefSdenti di tutti 
gli altri termini che non contengono r\ risultassero nulli, in modo che 
in ogni termine figurasse almeno una derivazione rispetto a n, conver- 

rebbe fare la posizione 3-^ = ^, > c si avrebbe quindi, per rispetto a :(, 

una trasformazione definita dalla formula 

(*) ^• = d3;("f) = T!4~Tdy^| 

ciofc una trasformazione affine a quella di Laplace ; e Tequazione in ;(, 
risulterebbe dello stesso tipo della D, ma di ordine n — i. Sarebbe 
questo dunque un caso elementare di abbassamento, ottenuto per mezzo 
di trasformazioni diflPerenziali. 

Siamo di qui indotti a considerare b trasformazione x, "^ 5~ ( "^ ) 

in generale, cio6 a cercare di applicarla a un'equazione qualunque a ca- 
ratteristica semplice, i cui coefficient! non soddisfino alle particolari rela- 
zioni ora supposte. II punto importante di questo procedimento sta nel 
formare un'equazione in :^^ i cui termini contengano tutti una deriva- 

zione rispetto a y^ per potere poi fare la posizione ;(, = -^ — , che 

duce alia trasformazione richiesta. 

£ owio cbe anche in casi meno particolari di quello considerato 
testft, si potri arr *'ale risultato. Per esempio, se nella 

ly (^') i oocffick ^ costanti, \> a questo 



con- 
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scopo una derivazione rispetto a y^ t ^ otterrebbe come trasformata 
un'equazioDe, non piCl di ordiiie inferiore, ma dello stesso ordine delk 
primitiva. Similmente, se altre special] relaziooi sieno soddis&tte dai coef- 
ficienti, si potrd eventualmente, con opportuni artifici, ottenere la tra- 
sformata sotto forma piu semplice. Ma su questi casi particolari non 
vogliamo arrestarci. 

lo. Suppongansi i coefEcienti del tutto generali. II procedimento 
consisterd allora nel derivare n — i volte rispetto a y, per potere poi 

dal sistema che risulta eliminare le ^ ,_^ , • • • -~^ , t^'. H calcolo si po- 

o X ox 

trebbe sviluppare tutto esplicitamente, anche per Tequazione di tipo ge- 
nerate, ma basterd qui indicarne Tandamento e mettere in rilievo la forma 
del risultato. 

Per ottenere il sistema derivato, dar6 la formula 

nella quale i coefficienti sono quelli dello sviluppo binomiale. Applican- 
dola aU'equazione D* (;(') = o, si formano direttamente tutte le equa- 
zioni derivare. Si ha cosl un sistema A di n equazioni, le quali sono 
di ordine ;/, w -}~ ^> ' * * > ^ '' — ^> rispettivamente. In ciascuna di queste 
equazioni si trasportino a secondo niembro i termini che contengono 
derivazione rispetto a )'; si scriva cioe il sistema A sotto la forma 

dy ^ '^ By dx^ '" '^ By dx""' ~ '\dy)' 

dy"-* ^ "^ d/-' dx "^ '" "^ d/-' dx-=* ~ '"\dyf' 
dove i simboli f ^ , F^ , ... f „_, sono forme diflferenziali lineari del tipo 
2. ^r.^*^^'- Ponendo -^ = ^li le equazioni stesse si scrivono cosl: 
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«u^' + ••■ + «:-„ 3Ta- = f.(!0 



(lO) 



r5'+ ■ 



■+^Z^h^ = F„il.). 



(■■) 



\ By— ^ ^ ^ d," Sx 
Di qui, eliminando la ^' e le sue derivate, si lia come risultato 

dy dy 






£ questa mi'equazione lineare a derivate parziali di ordine 2 n — 2 
in ^, ; essa non 6 peraltro equivalente alia primiriva, ma i piix generale, 
perchS d'ordine pii elevato. Affinch^ :;;' resd dererminato in modo equi- 
valente all'equa^one primiriva, occorre aggiungere altre equazioni a cui 
soddisfa; per onenerle riprendiamo le prime n — i equazioni del sistema 

(10), e risolviamole rispeno alle n — 1 quantiti 3—;^. ■■■ I'l indiche- 
remo il risulrato come s^ue : 



P' = H..W. 



dove le H sono ancora forme diSerenziali lineari. Si hanno allora le 
equazioni 



(12) 



3K. 
dx 


= '', 


dH, 
Bx 


= H, 



dH.-., 



^. II 



e quesic prese insieme con la (ll) formaiio un sistema di equazioni 
equivalenti alia primidva. Qn^nsuttnu rapprescnta il risultato complet 
delta trasformazione. 



S~J. a... UtUm. P: 
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Nel caso dunque della caratterisdca semplice, la trasformazioQe 

7i^ = ^ \\) applicata alb D (:() = o, d4 per risultato in generalc 

non un'equazione unica, ma un sistema di n — i equazioni lineari, simul- 
tanee, tutte di ordine in — 2, a una sola incognita. In casi pardcolari 
questo sistema pu6 ridursi. 

1 1 . Caso della caratteristica multipla. — Sia la x caratteristica 
muldpla di ordine r, e considcrianio anzitutto il caso in cui il rango [l 
t uguale a zero, cio^ la x non e caratterisdca del gruppo delle derivate 
(n — i)**^*. L'equazione allora ha la forma 

(13) + (^.^.J^' + ^.-.. 5"-'» + • • • + ^o,-.. >»-')^ 

Per operare come nel caso della caratterisdca semplice> si dovrebbe 
con la sosdtuzione ;( = ^;(' cercare di fare sparire il termine in 5""'. Ma 
eseguendo la sosdtuzione, il coefEciente di questo termine ndla trasfor- 
mata risulta 

^n-^,o — ;x (n — l)!o!/dS"-' ^ ^) ■" ^"-''° ' 

ossia c invariante rispetto alia sostituzione. L'operazione e quindi impos- 
sibile. 

Lo stesso avvicne quando la x e caratteristica di ordine r e di rango 
(A, semprc che sia [J- <C r — i ; poichc il termine che si dovrebbe fare 
sparire c allora quelle in ^"-^^-'^ e il coefficiente di questo termine e 
semprc un invariante. 

In quest! casi dunque il nostro metodo di trasformazione non e 
applicabilc, a mcno che il coefEciente del termine in questione non sia 
di gii nullo neirequazione data. Se questa particolare condizione e soddi- 
sfatta, si puo con una sostituzione del primo ordine (cioe una sostituzione 
il cui parametro X e definite da un'equazione differenziale del primo or- 
dine) fare sparire il termine in $"~^'~^; e procedendo poi come nel caso 
della caratteristica semplice, si deriverd Tequazione trasformata n — (/. — 3 

volte rispetto a y; risolvendo per rapporto a :^', -^-^ ••• n-[J^', > ri- 

sultano // — [X — 3 equazioni di condizione; inoltre con una derivazione 
rispetto a y, eliminando algebricamente le stesse quandti, si ottiene un'al- 
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tra equazione sotto forma di determinante. Posto ;(^ = ^ I -Y- i , la :(j 
soddisfa a un sistema di n — (i — 2 equazioni, tutte d'ordine in — 2. 

12. Si consideri ora il caso in cui la x e caratterisrica di ordine r 
e di rango p. = r — i. In questo caso Timpossibilitd di eliminare il 
termine in $"""'*"' = ^""'^ piii non sussiste. Infatti, eguagliando a zero il 
coefficiente di questo termine nella trasformata, si ha per determinare X 
Tequazione 

cioS un'equazione differenziale di ordine r, che pu6 essere considerata 
come a derivate ordinarie. 

Si ha dunque in questo caso una sostituzione, non {riii del primo 
ordine, ma dell'ordine r, la quale comprende come caso particolare quella 
del primo ordine, definita per I'equazione a caratteristica semplice. Per 
eseguirla e£fettivamente, basta trovare una soluzione particolare dell'equa- 
^one in X. Si procede allora sempre come nel caso della caratteristica 
semplice, e il sistema trasformato risulta di « — r equazioni. 

£ da osservare come in luogo di operare con una sostituzione di 
ordine r, si pu6 operare con una successione di r sostituzioni del primo 
ordine. Infatti proponiamoci di decomporre in fattori simbolid Tespres- 
sione 

Sia a^ una soluzione particolare dell'equazione (f^(jO = o; facendo la 
posizione :^ = a, ^', la 9^ si trasforma in un'altra forma lineare dello 
stesso ordine in T^'y ma nella quale il coefficiente deirdtimo termine 6 

nullo. Si pu6 allora porre :(, = -^ = ^ 1 -^ 1 , e si ha una forma 

differenziale di ordine r — i in :(, . Donde 

Analogamente, indicando con a^ una soluzione di 9^^^ (:(j) = o e po- 
nendo ^, = ^ (^) , si ha 

e quindi 

?r(0 = «i«a9.-a(O> ^OVe ^, = — -1- _ A. . 
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Cosi pros^uendo, si ha in ultimo il risultato 

r \ r \ didl ^ { l\ 

(15) ?,(0 = «.«. ... ""'ry^d-y^r'Tyy^)* 

dove le a sono altrettanti integrali particolari della 9^ = o e successive. 
Si ottiene cosl una successione di sosdtuzioni del primo ordine, per Tappli- 
cazione delle quali valgono i procedimenti e le formule gii esposd. 

13. Caso della caratteristica completa. — Un caso singolarmente 

imporcante, in cui la trasformazione 7^^ = ^ I -^ 1 conduce, anzich^ a 

un sistema di ordine piCi elevato, a una sola equazione dello stesso ordine 
e dpo della proposta, d quello in cui la jc ^ caratterisdca completa della 
D (x) = o. Infatd allora essendo (/. = « — 2, r =^ n — i, il sistema 
trasformato si riduce a 

n — r = I equazione, 

e questa, dovendo essere equivalente alia primidva, non pu6 non essere 
dello stesso ordine. Si puo del resto ottenerla direttamente come segue. 
L'equazione piii generale di ordine n a caratterisdca completa x ha 
la forma 

(16) ^(O^Z ^a,.A^ = o. 



n 



dx'dy 



Si faccia la sostituzione :( = X :^', e si ponga la condizione che nella 
trasformata manchi il termine in -~ . Cio esige che X sia una soluzione 
parricolare deirequazione 

(17) ^«.-.d7^« + ^^«-ay^^ + — H ^,.0^ = o- 

Ottenuta cosi la prima trasformata 

0'(O-|;£=<^, = con < = o, 



si derivi questa rispetto a y; eliminando :{^ si otterri in ultimo 

Qui, ponendo 7^^ = -~- risulta 

r 1 8^ 't 'T' (^<- 4- a' a- ^J^g^oX ^'*' I. _ „ 
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cio£ un'equazione in T^^y dello stesso ordine di quella data e avente an- 
ch'essa la x come caratterbtica completa. 

1 4 . Altro caso di riduzione. — Un altro caso in cui il sistema 
trasformato si riduce a una sola equazione £ quello in cui la x ^ carat- 
terisdca, almeno di primo ordine, per tutd i gruppi di derivate, fino a 
quello delle derivate prime escluso; ma allora il X della sostituzione 6 
deBnito da un'equazione che non pu6 ipiii considerarsi come a derivate 

ordinarie, perchS .vi figurano termini del tipo ^ ^^ , . 

ox oy 

15. RiASSUNTO. — I risultati ottenuti negli ultimi paragrafi si possono 
riassumere come segue. 

Le trasformazioni studiate sono del tipo, affine a quello di Laplace, 
ma piCl generale 

^' d:yV^ / ^ \dy 'k dy^J 

dove X viene sempre determinato in modo che nell'equazione D'(^')=o 
sparisca il termine in i^^ «i«vato^ 

Nel caso della caratteristica semplice, X resta definito da una equazione 
a derivate ordinarie, del primo ordine, ed £ quindi esprimibile per mezzo 
di quadramre; la trasformazione conduce generalmente a un sistema di 
n — I equazioni lineari, d'ordine 2 w — 2 ; in casi particolari questo si- 
stema pu6 ridursi. 

Nel caso della caratteristica multipla, la trasformazione 6 possibile 
soltanto in casi particolari; 1 resta allora definito da un'equazione che 
pu6 essere del primo ordine o di ordine superiore; la trasformazione 
conduce generalmente a un sistema di equazioni d'ordine piCl elevato. 

Nel caso della caratteristica completa, \ resta definito da un'equazione 
a derivate ordinarie di (n — j^"™® ordine; il sistema trasformato con- 
siste in una sola equazione dello stesso ordine e tipo della primitiva. 



PARTE SECONDA. 

16. In questa seconda parte intraprendo lo studio delle equazioni a 
caratteristica completa, proponendomi la ricerca dei casi di riducibiliti. 
L'equazione piti generale da considerare qui t del tipo: 
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dove pu6 supporsi a, ^^ = i. 

^ ?i > ^a > * • - ^M ^^^^ altrettand integrali particolari disdnti di que- 
sta equazione, allora anche qualunque espressione della forma :c=X^j^> 
in cui le c sieno costand, & evidentemente anch'essa ua int^rale. Pen- 
siamo queste arbitrarie non piu come costand, ma come altrettante fun- 
zioni indeterminate X^y ... X^ della caratterisdca x, e cerchiamo quali 
condizioni esige e a quali conseguenze conduce I'ipotesi che Tequazione 

anmietta ancora Tintegrale ^=5[X,:(,. 

17. Problema PRELiMiNARE. — Per risolvere il quesito proposto, 
occupiamoci anzitutto del seguente problema preliminare: Quali sono le 
condizioni necessarie, affinch^ Tequazione data ammetta due int^rali 
^> K.I > legad da una relazione della forma ;^, = X;(, dove la X 6 fun- 
zione arbitraria della sola x? 

Sosdtuendo il valore di 7^^ nel primo membro della (19), si trova 



D(XO-X.D(0 + |f.'Xa..|^ = o 



dX '-^« d'z 

dv' 

dX 
e siccome ;( dev'essere un integrale deU'equazione, tenuto conto che 3— 

non si suppone idendcamente nullo, risulta 






Facciamo ora la posizione 



<»<»— I 



la quale definisce una trasformazione che comprendc coiiie caso partico- 

^ z 

lare quella di Laplace : [^ = —^ -\- a^- 
Derivando la (20) si ricava 



dx S8 dx dy /58 "dxdy' 
e Tequazione data pu6 scriversi sotto la forma 



(^3) ll'-2(^-«")l^=<' 



con a,^ = o. 
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Ma dalla (22) risolvendo rispetto a ^-4, si ha 






e dalla (20) analogamente 

sosdtuendo queste due espressioni nella (23), risulta 

-^ + ^n- -=A + C^n «_. ^rm ^. -_,) l' 

Ma questa, in conseguenza della (20), deve coesistere con 

Condudiamo qiiindi che 

Condi:(ione affinchi la D(;^) = o ammetta due integrali legati dalla 
relatione ;^, = X;(, i che le due equaxioni 



iBiO 



/e quali possono considerarsi come a derivate ordinarie, ammettano una so- 
lu:(ione comune. 

1 8. Dall'esame delle equazioni del terzo e del quarto ordine sono 
stata condotta a formulare una legge, secondo la quale i coefficienti del 
secondo membro della (24) si esprimono linearmente negli invarianti 
dell'equazione primidva, relativi alia trasformazione :{[=^(\ Dar6 qui 
i risultad ottenud seoza sviluppare i calcolL Si ponga 



^P = h,p — ^oml 



«*f 
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dove I^^ indica queirinvariante che risulta dal considerare respressionc 
di fl^^ in funzione dei coeflScienti primitivi (vedi parte prima). La legge 
di formazione per le equazioni di ordine n, si pu6 allora esprimere in 
modo abbastanza compendioso come segue : 



(25') coeff. di 1^^ = i/._. + T^_^ H,_,^ 

in cui i coefficiend A della sommatoria sono funzioni del solo coefficiente 






flj ._a , e ponendo <i = e*^ "" ' hanno la forma 

Per comoditd di calcolo il coefficiente ^, „_, nell*equazione primidva 
6 aflfetto dal coefficiente numerico (n — i). 

Ho verificato queste relazioni per le equazioni fino al sesto ordine 
indusivamente. 

19. Casi speciau di abbassamento. — Le formule ottenute mettono 
in evidenza alcuni casi notevoli in cui si ottiene di abhassare I'ordine 
dell'equazione. 

Un primo caso 6 quello in cui posta Tequazione sotto la forma 
(24), i coefficienti del secondo niembro risultano tutti contemporaneamen- 
te nulli; allora la sua integrazione si riduce a quella di un'equazione lineare 
del primo ordine in ;^' e della 



I— «— I 






i«0 



che 6 di (// — i)"° ordine a derivate ordinarie. 

Un secondo caso ^ quello in cui tutd i termini della sommatoria a 
secondo membro della (24), tranne quello per 5=1, si annullano; 

allora la seconda delle (25) si riduce a ^ = o, ossia 7^ = X(a:). Afiin- 

ch^ questo valore pardcolare di ;^ sia un integrale della prima delle (25), 
devc in questa mancare 11 termine in ;(; segue che la condizione ulteriore 
pcrch6 si possa abbassare Tordine deU'equazfone ^ a^^ = o. II procedi- 
mento c allora il seguente. Pongasi 

dy ~ ' 
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si ha 
insieme con 

e si fc quindi ricondotti ali'integrazione di un'equazione di (« — i)"** or- 
dine in w e ad una quadratura, la quale serve per ricavare :( in fun- 
zione di u. 

Un terzo caso i quello in cui si annullano tutti i termini della som- 
materia, eccetto quelli corrispondenti a 5 = o, 5=1; questo caso si 
tratta con procedimento speciale, che esporr6 nella terza parte, per Te- 
quazione del terzo ordine. 

In virtCi deli'osservazione fatta piii sopra, le condizioni aflSnchfe si 
verifichino questi tre casi si possono sempre esprimere in funzione degli 
invarianti dell'equazione. 

Osserviamo che la condizione richiesta non pu6 essere soddisfatta 
quando, pur essendo nulli tutti gli altri termini, sia diverso da zero quello 
relativo a 5 = o, poich^ in tal caso la (24) si riduce a 

la quale per 5 7^ 0, e data la condizione ;^' = 0, non ammette altra 
soluzione se non ;( = 0. 

20. Problema generale. — Veniamo ora al problema generale, che 
ci eravamo proposti: Si vuole che Tequazione data amnietta Tintegrale 

m 

:^^^, = ^-S^,^,- Sostituendo, si ha 
I 

e siccome le [^ sono per ipbtesi altrettanti integrali, rimane 

Ponendo 

quest'equazione definisce una trasformazione di ordine n — i^i ' 

Rtmi. Cirt, MiUtm, Pmltrm; t. XX (190$). — Sumptto U ay lugUo 1905. 
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analogia con qudla a cui essa si riduce md caso d^^nasoiie di secondo 
ordine^ chuuneremo prima trasformas^om gmurdUa^ala ifi Lapiacb. 
Risuha quindt la condiaoQe 

ossta il teorema: 

Se Vtqua^jont dala amnutte un sistema it m -f- i mt^aU legiHi daOa 

rdasiiane :^, = T <^,l,9 aUara ancbe la prima trasformaia ammOU un 
siOema di m inUgrali kgaU dalla rddsfiom xL ^=^Z^^W$* 

21. Vog^mo ora dioKistrare die Teqaaaoiie prioaa tnufonnata 
t dd medesiiiio wdine e tipo ddla primitm, c die quindi am la con- 

dmcne x! J^a,,^ d troviamo rispecm a quest^equazbiie iieik siesse 

CQDdiztoni in cui eravamd rispecto alia primidva. 

Esporrd la dimostrazione, prendendo il caso ddTequaBone del qoartD 
ordine, e senza sviluppare i cakoti; ma il procedimento h geiimle. 

Applicando la formula (24), Tequaaone del quarto ordine d pod 
scrivere 

ove P 6 funzione lineare omogenea di ;(', 3^, -^. 

La trasformazione di terzo ordine con cui si deve operare, risulta 

Per ottenere la trasformata, si deve eliminare :;^ tra le due equazioni 
(26) e (27). Calcolando dalla (26) la derivata terza e sostituendo nella 
(27), questa assume la forma 

dove R 6 lineare, omogenea in r', x^,-^,-^^ — I— ,-^n-^. 

ox oy axay oy 

Decomponendo la (26) in fattori simbolici, come segue: 
^ dy ^i dy «, '* 
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e ponendo ^z=z a^u, la (27') diviene 

Si derivi ora questa rispetto a y q si faccia la posizione 5— := u, ; a cal- 
coli fatti si otterri un'equazione della forma 

d^u^ , ,du^ , _dR 

Yo-g^-r L-^y-rYi". — ^y • 

Ponendo qui ancora w, = a^w^, si avri analogamente 

e derivando di nuovo rispetto a y, q facendo la nuova posizione 

d«, . , 

3-* = v, nsulta 
oy 

Ma 

du^ _^^i ^ 1 du d I d I 

dy dy a, ^y ^2 ^y ^y *a ^y *i 

quindi per la (26') 

E sostituendo nella (28) si ha in fine 

e questa equazione t del quarto ordine, perch^ R condene gii le deri- 
vate seconde, ed fc dello stesso tipo della D (^) = 0. 

22. Premesso questo, risulta che se alia prima trasformata si applica 
una trasformazione del tipo 

2" = b ' — -4-b - — ^4----+t z\ 

si ottiene una seconda equazione trasformata, che t sempre dello stesso 
ordine e tipo della primitiva, e deve a sua volta ammettere m — i 

integrali legati dalla relazione :(^_^ = ^ -X,":^'/. E ripetendo successiva- 

mente il procedimento, a ogni volta si otterri una diminuzione nel nu- 
mero degli integrali; si ha quindi il teorema piCi generale: 
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Uappl%ca:^ont, ripetuta /> + ^ ^^'^ ^^^'^ trasformaia generalh^aia di 
Laplace^ definiia da una rda:^ione ricarrente delta forma 

7<^-^') = t - ^ -L . . . -L i /P\ 

conduce a un'equaTiione irasformata^ che deve amtnettere m — p integrali 
^t^^\ l^g^ti da una relatione 

Si pu6 allora fare p = m — 2, e si trova un'equazione trasformata in 
7C^\ la quale deve ammettere due integrali legati dalla relazione 

Ki — ^ ^a • 

A quest'equazione h applicabile la discussione fatta in prindpio. Se in 
base ai criteri allora esposd, si trova un caso di riduzioney si potri ri- 
durre corrispondentemente Tordine dell'equazione primitiva. 



rip^^y 



PARTE TERZA. 

23. Come applicazione dei metodi generali finora esposti, mi pro- 
pongo ora di discutere Tequazione del terzo ordine, facendo la ricerca 
effettiva delle condizioni suflicienti aflBnchd Tintegrazione di un'equazione 
del terzo ordine a caratteristica completa sia riducibile a quella di equa- 
zioni d'ordine niinore e a quadrature. Svolgero Tintero calcolo in modo 
esplicito, e sotto forma tale che questa parte terza possa essere letta an- 
che iiidipendentemente dalle prime due. 

L'equazione lineare piu generale del terzo ordine, a due variabili 
indipendenti e senza secondo membro, quando non sia del tipo puramente 
parabolico (tipo che dev'essere escluso dalle nostre ricerche), si puo ri- 
ferire a due delle sue caratteristiche come variabili indipendenti, e assume 
la forma 

dove i coefficienti sono funzioni di jc e j'. 

Consideriamo il caso in cui la x 6 caratteristica completa, il che 
porta di conseguenza a^, = 0, a^^ = o ; e poich^ allora deve supporsi 
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a^^^o, si pu6 immaginare divisa tutta I'equazione per questo coefficiente, 
e scrivere cosl 

Applicando il procedimento esposto nella prima parte, si ricavano 
quelle funzioni dei coefficienti che sono invarianti rispetto al gruppo delle 
sostituzioni 7i = 'k[^; esse risultano: 

f ^ da . da 



(31) 



dy dx 

10 Qy I II 10 

T ^^11 I 

01 dx II oa '*oi 



/ = -r — ir 2a^ a A- a a A- a a — a . 

00 dxdv II oa 1^ oa 10 1^ 11 01 '•00 * 

24. Per le ricerche che seguono conviene trasformare I'equazione 
in modo da mettere questi invarianti in evidenza. Ci6 si ottiene ponendo 

formula che definisce la trasformazione del secondo ordine da applicare 
all'equazione proposta. Derivando la (32) rispetto a jr, e scrivendo la 
(30) sotto la forma 

dx ~ ^^dy' ""'dy' ^ \ dx ""'/dy ^\dx ~;^' 

d^Z d^z 
questa diviene, dopo avervi sostituito le espressioni di -^-^ e ^— y rica- 

vate dalla (32) e dalla sua derivata rispetto a y : 

(33) % +«o.^'= (^'^.A. + alf -'»o.)|-+(«.o«o, + ^-«oo)^ 

o ancbe 

^^a r' = l ^4-(l -\-a I -^\r 

dx *oi ^ y 1^ I -"oo T^ "ii 'oi dx ) 

e ponendo 

" — ^'^ dx 
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mM^ 



« ha 

04) |^ + ««^ = /..|^+(-„/« + fl)0 

dove in ltx)go di iC <^^^ mteiidersi s o tti t o ici k sw «iptC8sioiie dm 
dalla (32). 

25. L'equaaone trasformata in i(^ i ddb stesso ofdine e t^ dd- 
Feqaazkme primhiva. In&tti h (34) pii6 essere scrtam in modo cam- 
pendioso 

|i + it = i£. 

dove Ik hi t un'espressione diflferendale lineare dd primo ordine in ^. 
Int^grando, si ocdene 

avendo posto per breviti 

e sosdtoeodo ndk (33), questa assume la forma 

+ [(y) '+ ''"(f )'+ ^][/^^'^ + ^^'^] = ^' 

e pifi brevemente 

Dividendo per /, , e derivando si ha 

che d Tequazione trasformata in :^\ Questa i ancora del terzo ordine, e 
ammette la x come caratteristica completa; pud, se si vuole, essere ri- 
dotta alia forma stessa della (30) con un cambiamento della seconda va- 
riabile indipendente. 

26. Q6 premessOy poniamo Tipotesi che la (30) ammetta un in- 
tegrale della forma 
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dove le X sono funzioni della sola x. Seguiri, applicando la teoria ge- 
nerale svolta nella seconda parte, che se si trasforma Tequazione con la 
sostituzione (33), si otdene una trasformata in :Cy ^ quale amnlette 

un int^ale della forma ;( = ^X[[]. Questa equazione, essendo dello 

stesso ordine e tipo della primitivay pu6 essere trasformata di nuovo con 
una sostituzione del dpo stesso della (33); si ottiene una seconda tra- 
sformata in 7^", in cui il numero degli integrali :(^'/ t ridotto am — 2. 
Cod pros^[ueiido, si arriva, dopo m — i trasforniazioni, a un'equazione 
che ammette un integrale della forma [ = X7;^"^^K 

L'ipotesi sulla relazione fra m -}- 1 integrali della (30) pu6 essere 
dunque ricondotta all'ipotesi relativa a due solamente fra essi. Suppo- 
niamo quindi che fra due integrali della (30) sussista le relazione 

(36) I, = Xi 

e ricerchiamo le conseguenze a cui questa posizione conduce. 

27. Sostituendo direttamente nella (30) la :(j = X:(, e tenendo 
conto che tanto ;^^ quanto ^ soddisfano all'equazione, si ottiene 

(37) |^+2fl.,|^+fl,.^ = 

owero con la notazione gii introdotta 

K' = o. 
Lai (34) si riduce allora a 

(38) /o.|^ + k,/o. + ^)^ = 0. 

donde segue che la condizione aflSnchS la (30) ammetta i due integrali 
legati dalla (36) i che le (37) e (38) abbiano una soluzione comune. 
Esaminiamo dapprima un caso particolare in cui questo awiene; 
discuteremo poi il caso geiierale. 

28. Caso particolare. — Se contemporaneamente 

^o. = o> ^ = o, 
la condizione 6 identicamente soddisfatta. La trasformata in :(' assume 
allora la forma 

dx ' ""^^ 

L'integrazione dell'equazione proposta si riduce in questo caso a una 
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quadratura e all'integnmcme dcUa 

la quale pu6 considerara come a derivate ordioaiie. Uintegrale che ne 
risulta viene a contenere una funzione arbitraria deUa sola y, e due fan- 
ztoni arbitrarie della sola x. 

29. Caso generals. — Sieno /^, , H qualunque, esdudendo sohanto 
il caso 1^=0 e H^^, nel quale la condiadone h impossibile a soddis£u:e. 
Per esprimere che le due equazioni 

debbono ammettere una soltudone comune, int^riamo la prima ddOe 
due, il che di 

e sostituiamo nella seconda. Risulta, a riduzioni es^uit^ la condiDODe 
espressa da 



<-) {xJ-'^-Mxh 



dove H^T—^^'" 



dx ■ 

Si ha dunque il teorema : 

Condi:^ione necessaria e sufficiente affincht un'equa^ione del ter^p or dint, 
avente la x per caratteristica compleia e la y per caratieristica semplice, am- 
metta due integrali legati da una rela:^ione ;^j = X;^, t che tra gli inva- 
riauti delVequa:^one sussisia la (40). 

Mostreremo era che se questa condizione i soddisfatta, Tintegra- 
zione dell'equazione si riduce a quella di un'equazione del secondo ordine 
e ad una quadratura. 

30. Prendiamo I'equazione data nella forma 
o anche 
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La (40) essendo soddisfatta, una soluzione comune delle (39) i data da 

Poniamo allora 

e sosdtuianio neU'espressione di 7^'; questa conserveri la stessa forma, 
ma il coefficiente di ^ risulteri nuUo, perchi la u e soluzione deUa 
:^' == o: Tespressione che si ottiene ^ 

Quindi ponendo 

(42) ^. = ^ = ^^ = ^ar'V W) 

si ha 

(43) ^' = "[^ + ^''■• + ^1^)^'] 

e la (41) diviene 

Sosdtuendo qui le espressioni di Ti'y 3^ , 3^ , ricavate dalla (43), si ot- 

ox ay 

tiene un'equazione di secondo ordine> a derivate parziali in :|^, , la quale, 

a sviluppi fatti, si scrive come segue 

(44) a^-^£i^+[--/^.(-+£)^>r^ 



+['f/^(''"+£V^-^^^-+l) 



-2a„ L, + — ) + «o.Jt. = o- 



Gli invariand di Laplace di questa equazione sono 

h ^ 2 ■» + 2a a — a 



* = ?^ + ^ ^a„ + x) + ^''o''*" ~ *«• 



da 

dei quali il primo essendo eguale a /^, , non puo nel caso considerato 
essere nuUo, come abbiamo gii rilevato a suo tempo. 

Rmi. Cki. hUUfm. PmUrms, t. XX (190$).^ Stamiwto il t} diccmbre 1905. 47 
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Sc b (44) 9 sappooe iOKgnta b noTz ^ Eeoeado conto ddia 
(43^ socm b fonns 



i=.(/t^j+x) 



c a oinene coti flmegnle ddb (jo) o niiaiane ae Ibnaoni arbicnfic. 
Coocludtuno dnnque: 
Si mediamu appHcajiaai s m a ta itm iJk trm^mrntcfjam H utmda 

awtiU \a X pa carMenstiu tamfUl* t la j fv camuristic* temfUut 
Ptnteme a luu t^najiom i ad j— iml i' seJdis/aMt oUa eomJe^iiue 
atkra Vunegraj^ont idPtfmK^ant si ridma a fwtta M nm't^ua^oiu 
itCMdo oriim ( a unt fmaiktimrm. 

31. OssesTAZiOME. — Per sonpBdd dt cakob, si £ press VeqmaoM 
ridona in fortna talc da avcre b j come secooda carsnensdca ; na i 
cakofi u possoQo tSatinre ancbe suU'equazioDe presa ndk I'omu piii 



i 

illlK ^H 



C{Oi 


= a^ + --- 


'^. + "..aS7 + 


-^ 




+ "..|i + 


«„|f + «-^ = <.- 




Gli iovaruDd risultano allora 






'..=^+» 


!l '*1D 






'.. = ^'^ + 




.,< + >«„".,-'>., 




'-S7+". 


,|i-'+4-.,«l,- 


-2o;,''..+«..'>,o-3».,<", 


,./'„+"„«.,-«- 


e b coodizione 


(40) diviene 






dove 

^0 = ^ 


(1)'- 


-a^(|)-°- 




^-s^- 


■1^. '^ = ^.- 


-«./„. 



32. ApPUCAZIONE ALL'eQUAZIONE a COEPnaENTI COSTANTI. — Sa 

una equazione del terzo ordine, non parabolica, a coefficienti costaoii, a 



SULLA ESTENSIONE DEL METODO DI LAPLACE ALLE EQ.UAZIONI, ETC. 37 1 

caratterisdca completa. Riferita alle caratterisdche, assume la forma 

(45) aV + zclm +/»' + ^$ + H + Ol = o. 

Gli invarianti rispetto al gruppo delle sostimzioni j^^i'k^^ si espri- 
mono allora in funzione dei coefficiend deila (45)9 come segue: 

(46) ]l„ = 2cf-b 

i Ioo=fi + he-2e'f-l. 

D fatto che i coefficienri sono costanri permette di ridurre Tequazione 
a forma particolarmente semplice. Invero, se si fa un cambiamento di 
variabile dipendente definito da 

con a e p costand, d otdene in Z ancora un'equaaone lineare a coef- 
ficiend costand, e precisamente un'equazione che d deduce dalla (45)9 
ponendo ^ -f- ^> ^ H~ ^ ^° iuogo di ^ ed y), ed & quindi la s^uente 

Di qui si riconosce cbe prendendo 

« = -/, ? = -* 

i coefficiend di Ed, d' spariscono, e i'equaziooe si riducc a 
(47) {W - I J. - /„, - /JZ = o, 

dove figurano solamente g^ invariand« 

E £icendo ancora on cambiaiDeotD di variabili indipeodend, deB- 
nito da 

If*, A^ \''Jf j\f 
con p, <7 cosandy si puo iaspoftt di f t c in modo da ridurre ziVuniti 
due qualunque dei coeffideod cbe noo stano nuUL Ad efetnpio, te /^, 
1^^ non sono nolliy si poo preodere 



e I'equaziooe si trasformi finalmcaac orlJb 

(48) ($r/-$H-i5 + *>Z=0, 

dove 



372 LAURA PISATI. 



3). A questa equazione cosi ridotta applicbiamo il metodo esposto 
precedentemente. Dobbiamo porre 

(49) Z' = |l^-Z 

e la (48) allora equivale al sistema della (49) e della seguente 

la quale ultima conviene scrivere cosi 

Facendo ora la posizione Z =; C^^ 2[, la (49) e la (50) assumono ri- 
spetdvamente la forma 

^" ^ ^i£ + «_? = „. 

S^^e che I'equazione proposta h riducibile tutte le volte che h soddisfatta 

la condizione 

(52) <«> = ± I, 

poich^ questa condizione porta appunto di consegueoza PannuUarsi del 
coefficiente di 2[ nella prima delle (51). L'applkazione della formula 
(40) avrebbe condotto alio stesso risultato. 

34. Supponiamo che I'equazione proposta soddisfi alia condizione 
(j2). Allora il nostro metodo conduce all'integrazione come segue. 
Pongasi 

le (51) divengono allora rispettivamente 

OX ' ' 

Fra queste due, eliminando Z' risulta 

d'Z dZ , ^ 

tT23^ + 2. = o, 



bxby ~ dx 



SULLA BSTENSIONB DEL MBTODO DI LAPLACE ALLB BQUAZIONI, ETC |7| 

uazione del secondo ordine in Z, , che, mediante la sosdtuzione 
•t riduce a sua volta alia forma normale 

L'int^rale generate di questa equazione si pu6 ottenere col metodo 
di RiEMANNy dopo aver determinato la funzione ausiliaria col procedi- 
mento seguito da Picard (C. R. 1894, i°sem., pag. 16). A tale scopo, 
dopo aver osservato che la (54) coincide con la propria aggiunta, si devc 
porre U = t7(9), dove b = xy. 

L'equazione si riduce allora a 

la quale ha come soluzione particolare la funzione di Bessel 

Questa soluzione soddisfa alia condizione di ridursi ^ i sugli assi coor- 
dinad jc = o, 3/ = o ; quindi per mezzo di esse si pu6 esprimere I'inte- 
grale generale della (54) che risulta sotto la forma s^uente 

dove le funzioni arbitrarie 9, ^ sono i valori di U sugli assi x, y, ri- 
spetrivamente, e 17^ = 9 (o) = 4^ (o) i il valore di U all'origine. 

Ottenuta cosi la U, int^ale della (54)9 si ricava Z^ , e quindi con 

una quadratura dalla Z=-^{e^Z^ si ricava Z, introducendo una nuova 

fun:done arbitraria. E di qui per mezzo delle sosdtuzioni finite (x, px; 
y* ^y)y fe = ^"^'"'^Z), si ricava la ;^ int^ale della (45). Quindi con- 
cludiamo : 

Tutu le volte che un'equaxione del ier^p ordine a coefficitnii costanii, 
riferita aUe caratteristiche, assume la forma 

iW + 2elyt +/i)* + ^5 + fc^ + /)^ = o 
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H 



t soddisj Jla condi^iime 



= = ±i 



rinUgrale put) oitfnersi espresso per wik^^o di j'uniiom /„ di Bessel ( & 
tre Jua^ioni artnlrarie, due delU quaii solto segno di quadrattira. 



Rotni, ma^io 190} . 
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del €3rook>. 

Memorie e OomunioasioiiL 

PAKNBLU: StOU rwH M supmrjkk slgdkHdm. 

BRUSOTTI: Tmrmm sulk firMmdi di m+ 1 ^tHkHtmip^tf^mimMmmtM. 

BURGATTI : SugU imUgrm smgokn idU ifUK^miii m i9rtlmi$ m ^KmrU id » 

SBRANA : Smi sistmm dOicL 



iriftH^ 



ADUNANZA DEL 15 GIUGNO 190$. [431^. 

tPvtMniKtA ill ftodo OMBifila.V 

Aminlwiianl. — Sono detd sod dd Qrcolo i dgDori: Dr. Fluitcsscd PaoU) 
Cahtblu (Roma) t395] (Albeggkoi e Guoda); SALVATOmB PapA Lamza Diica £ 
Qampifieri (Palermo) [596] (Albeggiaiii e Guoda) ; Dr. Lucio SnXA (Roma) I597] 
(Cermd e Gooda). 

MttiBorto • ChMiiiiiitoAsioiiL 

DE DONDER: Star Us imwurioMis MgkmUids. (Extrait d*nii€ Lettre i M. L Si- 
nigalua). 

SINIGALLIA : Sul sistema di trt forme cuhiebg Hnaru. 



ADUNANZA DEL 9 LUGLIO 1905. [432*]. 

(PretidtnzA del socio Guccia)* 

Corrispondenza. — I nuovi sod sigg. Salvatore Pap^ Lanza Duca di Giim- 
piiieri e Dr. G. Pietra ringniziano per le loro nomine. 

Memorie e ComunicazionL 

DE FRANCHIS : SugVinUgrali di Picard rslativi ad una super ficu doppia, 
(Estratto da una Lettert al Prof. G. Castelnuovo). 

GULDBERG : Sur utu classification dcs prohlhnes du calcul des variations, 

ALMANSI : Sulla fiessiam del cUindrL 



ADUNANZA DEL 23 LUGLIO 1905. [433*]. 

(PretidensA dtl Presidentt Albeggtanl). 

Ammissioni. — £ detto sodo dd Circolo ii signer Professore Dr. Adolf 
Knbsbr (Breslau) [398] (Albeggiani e Gucda). 

Memorie e Comunioasioni. 

POINCARfi : Sur la dynamique de VJ^lectron. 

MARLETTA : Sulle quinticbe gobbe raiUmali. (Estratto da una Lettera al Pro- 
fessore L. Bbrzolari). 



ESTRATTI DAI VERBALI DELLB ADUNAMZS. 377 

FORSYTH : Differential Invariants of a Plane and of Curves in the Plane. 

BOGGIO : Erratorcorrige alia Memoria v Sulle fun\ion\ di Gr£en d'orditU m » 
[quesd Rendiconti, t XX (1905), pp. 97-135]. L'autore fa rilevafe i segutoti tn6ti 
che gli sono sfuggiti nelia correzione delle bozze di stampa : 



Pag. 97 


linea 5 


IMTICI 01 : 

corpo 


LBOOASI : 

campo 
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» II 


Jy-)^" 




» » 


» 14 


d<j 


^^0 


» » 
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f. 




» 103 
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^%m^% 


___ 2^"*^' 
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— ik' 


» 116 
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» 120 
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(4^) 
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» 122 


» 18 


ha la 


la 



» 123. Le due ultime formole vanno modificate come segue: 
r — r»«-J 4- V' C^*"- 3)(3w — 5)... (2m -3.— I) . ,»_,_,i 

(47) G.=r«-3_.j-3_y' (2m-,X2«-5)...(a>»-2.-i) ^^,_^.^, ^_,_,, 

Pa^. 125. Si scambino tra loro di posto le equazioni delle linee 25 e 25. 



ADUNANZA DEL 13 AGOSTO 1905. [434*]. 

(PresidenzA del Presidente Albeggiani). 

Gorrispondenza. — II Prof. Dr. A. Kneser ringrazia per la sua nomina a 
socio del Circolo. 

Memorie e Gomunioazioni. 

TORELLI (R.) : Dimostraiiont di una formula di de JoNauiARES e sue signifi^ 
cato geometrico. 

SILLA : Sopra alcune quistioni di Statica. 



ADUNANZA DEL 27 AGOSTO 1905. [435*]. 

(PresidtnzA del Presidente Albeggiani). 

Medaglia Guocia. — II Presidente partecipa ai sod che 11 Prof. Guccia, in 
dau del 20 luglio 1905, ha versa to alia Cass a Centrale di Risparmio Vittorio 
Emanuele in Palermo la somma di lire 3000, in un Libretto condi\ionato di credito, 
N^ 12805, serie 2*, intestato al « Presidente del Circolo Matematico di Pa- 

Rtmd. Ore, Maiem, P»hrm0, t. XX (1905). — SumpAto il %6 diccmbre 1905. 48 



37^ ESTRATTI DAI VERBALI DELLE ADUNANZE. 

LERMO », con le seguenti Condiiioni di dcposito : « Deposito che fa il prof. G. B. Guccu 
trai termini del Programma di concorso indetto dal Circolo Matematico di Palermo 
tre pubblicato a pp. 390-391 del Toino XVIII, anno 1904, dei Rendiconti di detto 
er Circolo. La somtna capitale dovrk essere pagata alio intestatarij nella qualiti, doo 
« prima d^ 28 febbrajo 1908. Orinteressi dno a quell'epoca saranno liberamente li- 
« scossi dai depositante prof. Guccia ». 



ADUNANZA DEL 12 NOVEMBRE 1905. [436*]. 

(Presidenia del Prcsidente Albeggiani). 

CorrispondeiUBa. — Con letter a deirS novembre 1905, il Dr. Carlo Toffo- 
LETTi (Venezia) si dimette da socio del Circolo, a contare dal 1° gennajo 1906. 

Ammissioni. — Sono eletti soci del Circolo i signori : Prof. Dr. Jean-Gaston 
Darboux (Paris) [399] (Uffido di Presidenia); Prof. Dr. Alfred Pringsheim (Mun- 
chen) [400J (Uffido di Presidenza); Prof. Dr. Paul StAckel (Hannover) 4;40i] (Cat- 
taneo e Levi-Civita) ; Prof. Dr. Eduard Study (Bonn) [402] (Gucda e Scgrc); 
Prof. Dr. Robert Schumacher (Augsburg) [403] (Albeggiani e Guccia); Prof. Dr. 
Franz HodEVAR (Graz) [404] (Albeggiani e Gucda); Profl Dr. Friedrich Graefe 
(Darmstadt) [405] (Albeggiani e Guccia); Dr. Edmund Landau (Chariottenburg) 
C406J (Albeggiani e Gucda) ; Dr. Peter Muth (Osthofen) *) [407J (Albeggiani e Guc- 
da) ; Prof. Dr. Johann Heinrich Graf (Bern) [408] (Nielsen e Rudio) ; Prof. Am- 
BROS Sturm (Sdtenstetten) [409 J (Albeggiani e Gucda) ; Prof. Ing. ElIa Ovazza 
(Palermo) [410J (Albeggiani e Gucda) ; Ing. Johan Ludvig Willlam Valdemar 
Jensen (K6benhaven) [411 J (Albeggiani e Gucda). 

Memorie e Gomunicazioni. 

MARLETTA : Contributo alia teoria delle curve rd\ionali, 

SAKNIA : De{onna\ioni infinitesimc delle curve imstenJibili e corrispotidenia per 
ortogonalita di elementi. 

CHINI; Sulle super ficie IV applicabili sopra utia super ficie di rota;ione. 
MINEO : Sul luo^o dei punti parabolici delle superficie d'un fuscio. 
YOUNG : A Note on Sets of Ovt^rlapping Intervals. 



ADUNANZA DEL 26 NOVEMBRE 1905. [437*]. 

(Presidenza del Prcsidente Albeggiani). 

Corrispondenza. — 1 nuovi sod sigg. Darbolx, Hocevar, Landau, Schu- 
macher ringraziano per le loro nomine. 

Ammissioni. — Sono eletti sod del Circolo, a contare dal 1° gennaio 7906,1 
signori: Dr. Einrich Schotten (Halle a.S.) [412J (Di Simone e Pepoli) ; Dr. Wal- 
THER Ludwig (Karlsruhe i.B ) [413! (Krazer e Schur) ; Prof. Carl StOrmer (Chri- 
stiania) [414] (Di Simone e Pepoli) ; Prof. Dr. Cassius Jachson Keyser (Kew York, 
N.Y., U.S.A.) [415] (Albeggiani e Guerra) ; Prof. William Weidman Landis (Car- 
lisle, Pa., U.S.A.) [416J (Di Simone e Albeggiani); Prince Camille-Armand-Jules- 



*) A contare dal lO gennajo 1906. 
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Mams de Pougxac CRjdmannsdorf) [417] (UfHdo di Preadcnia) ; Profl Co&ooei 
Sekge PmtOTiTCH (SL-Ptersboorg) [418! (Gucda c PepolQ; Prof. Dr. Wamex 
Gardhek Bullard (Syracuse, N.Y., U.S.A.) [419] (Guena c PcpoK); Claiexcs 
Lemuel Elbba Moore (Boston, liass^ U.S.A.) [420] (Albeggam e Pqpofi); Dr. 
Edwdi BmwEix Wilsok (Xcw Haven, Conn. U.S.A.) [421] (Peano e SegTc);Dr. 
Duncan MXaeen Young Sommeeville (St Andrews, Scotbnd) [422] (Albegg^ani 
e Di Stmone); Prof. Dr. Anders Wiman (Upsab) [42 5 J (Ufficio di President): 
Prof. Dr. Matths Falk (Upsala) [424] (Uffido di Presidenza); James William 
Sharfe (Bonmemoctfa, EngL) "425] (Di Sinaone e Guerra); Arthur Bou*es Frtzell 
(Cambridge, Ifass , U.S A.) [426] (Osgood e Gucda) : Solomon Achillotich Joffe 
(New York, N.Y., U.S-A.) [427] (Di Simonee Guerra); Prof. Myron EarleGraber 
(Tiffin, O., U.S.A.) [428J (Di Simone e Pepoli> ; Prof. Dr. Samuel Marx Barton 
(Sewanee, Tmn., U.S.A.) [429] (Albeggiani e Pcpofi); Prof. Dr. Ephraim Miller 
(Lawrence, Kan.^ U.S.A.) [430] (Albeggiani e Pepoli); Prof. Dr. James Byrnie 
Shaw (Decatur, DL, U.S-A.) [451 J (Di Simone e Pepoli); Prof. Dr. Henry Seely 
White (Poogfcccpsie. N.Y., U.S.A.) [432] (Di Simone e Goerra); Dr. Forest Rat 
MoULTON (Chicago, DL, U.S.A.) [4331 (Di Simone e Guerra); Prof. George Wil- 
liam Greenwood i Lebanon, UU U.S.A.) [434J (Di Simone e Pepofi); ProL Dr. 
August Gutzmer (Halle a. S.) [43 5 J (Urfido di Presidenza). 

Memorie e Cflimmiramoni 

FUBINI : Suove ric^rcbe imtcrnc ad alcung chissi di gruppi discomtimtu. 



ADUNANZA del 10 DICEMBRE 190$. [438*3. 

(Jh fmh m n id PrcazJcstc AlbeggiaBi). 

II President! con profondo rammaiico dz triste ammndo defla morte dd 
Prof. Dr. Victor Schlegel, sodo del Circolo fin dal 1888, aTvenota in Hagen >/w. 
il 23 novembre a. s. La Sodcta esprime le sue profonde condogfianze. 

n sodo GucOA fa dooo aOa Biblioteca dd^ Circolo dd due volumi : « Lts quam- 
litis iUmentaires d^eUctriciti: urns, electrons, corpuscuUs. M^moires r^unis et public 
par Henri Abraham et Paul Langetin*. Paris, Gauduer-Villars, 1905. 

Gorrispoodenza^ — D Princqie C de Pougvac ringrada per la sua nomiDa 
a sodo dd Circolo. 

RiammiflskniL — Dietro sea domxadXt a* sensi delTArt. 9 dcllo Statuto, tl Dr, 
George Egbert Fisher (Lansdowne, Pa^ U.S.A.) [273] t riaouncsso sodo dd Ctrcolo. 

AmmiBSkmL — Sono detfi sod did Circolo, 4 conUurt dal ^ gennaio i^, t 
signori : Prof. Dr. Harris Hamcocr (Cincinnati, O^ U^.A-) [43^1 CDi Simaoe c 
Pcpdi) ; Dr. Derrick Norman Lebmzr (Berkdey, CaL U^,A,) f437J (Guerra c Pc- 
pofi); Prof. Nicolas Salttkow (Kiew) r4j8j (Hi Simone c Gucda); Dr, Virgil 
Snyder (Itbaca, N.Y., U.S. A) [439] ^^cott c Cj^fpod) ; Ing, Patrick Dotle (Cal- 
cutta) [440] (Di Simone e Pepoli; ; Dr, George NsANDEt Bauer (Minncapolb, Minn^ 
U.S.A.) [441 J (Alb^jgiani c Guerra); Dr, Carl WiLffELM Oseem fLund; [442; <Di 
Simone e Gucda); Dr Max MitsoN CStw Haven, Cona, U,S.A.) [443 J (Albeggiani 
c Gucda) ; Dr. Silvio Ena (Roma) [444] ^ Voberra c GucdniiOTo) ; ProL Dr. Gtxxla 
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CIRCOLO MATEMATICO PI PALERMO. 

ESTRAHi DAI VERBAL! DELLE ADUNANZE *) 

(34 dicembre 1905). 



ADUNANZA DEL 24 DICEMBRE 1905. [439*]. 

(Presidenia d«l Presidente Albegglani). 

U socio Gucci A fa dono al Circolo, a nome deIl*autore, dell'importante opera 
« Tratado de las curvas especiales notables por F. Gomes Teixeira* Profesor en la 
Academia Polittoiica de Oporto, etc; Meraoria premiada por la Real Academia de 
Qencias Exactas, Flsicas y Naturales de Madrid, y pubiicada por la misma Academia » 
(Madrid, 1905). 

Gorrispondenza. — I nuovi sod sigg. Wiman, Sharpe, Landis, Parkas, 
GuTZMER, Petrovitch (S.) ringraziano per le loro nomine. 

Ammissioni. — Sono eletti soci del Circolo, a contare dal f gennaio igo6, i 
signori: Prof. Dr. David Andrew Rothrock (Bloomington, Ind., U.S.A.) [447] 
(Di Simone e Guerra); Prof. Dr. Ganesh Prasad (Benares, India) [448] (Albeg- 
glani e Gucda); Dr. Giuseppe Leonardi (Adreale) [449] (Albeggiani e Guerra); 
Prof. Dr. Jean Vassilas-Vitaus (Atene) [450] (Albeggiani e Gucda); Prof. Dot- 
tore BoGDAN Gavrilovitch (Belgrado) [451 J (Di Simone e Gucda); Prof. Costa 
StoIanovich (Belgrado) [452] (Di Simone e Gucda); Dr. Giuseppe Di Dia (Mi- 
lano) [453] (Albeggiani e Guerra); Dr. Luther Pfahler Eisenhart (Princeton, 
N.J., U.S.A.) [454] (Di Simone e Guerra); Prof. Dr. Thomas Jefferson Jackson 
See (Mare Island, Cal., U.S.A.) [45 5 J (Halsted e Gucda) ; Prof. Dr. Jacob Westlund 
(La Fayette, Ind., U.S.A.) [45 6j (Albeggiani e Gucda); Dr. Alessandro Padoa 
(Chioggia) [457] (Albeggiani e Di Simone). 



n Presidente rileva con viva soddisfazione il sempre crescente sviluppo deila 
SodetA, la quale, nel periodo di tempo corso dal 2 marzo 1904 (20° aimiversario 
della sua fondazione) a tutto dicembre 1905, si k accresduta di ben eentotrentanove 
socL 

I Segretari: 
G. di Simone, E. P. Guerra. 



*) Pd Terbali precedenti, vedi: t. I, pp. i-a8, 4$>88, 119-156, 379-390; t. 11, pp. 77-96^ iS^, 184-188; 
t. Ul, pp. lyo-iys, 173-178; t. IV, pp. 63-71, 275-186; t. V, pp. 279-188, 319-IH; t. VI, pp. iss-164; 

t. VII, pp. 37-48, 309-311; t. vin, pp. 166-Z68; t. IX, pp. 163-171; t. X, pp. 38^0; t. XI, pp. 181-188; 
t. XII, pp. 307-311; t. xni, pp. 374-380; t. xrv, pp. 305-3x1; t. xv, pp. tr' 

pp. 194-196; t. XVII, pp. 168-Z71, 386-389; t. XVni, pp. Z99-104, aii-M|, s^ 
t. XX, pp. 37S-I^ 
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